Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commcrcial parties, including placing technical restrictions on automatcd qucrying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send aulomated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct andhclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers reach new audiences. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http : //books . google . com/| 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Urheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche für Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials für diese Zwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch fiir Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .corül durchsuchen. 




• • • 



ieieoK 



(^ 



/?6 ci . ^0 






AUFGABEN 



ZUR 



THEORIE ELASTISCHER KÖRPER 



VON 



Db. JACOB J. WEYRAUCH, 

PROFS880B AN DER POLTTEOHNISCHEX SCHULE ZU SlUTTOART. 



MIT 110 FIGUREN IM TEXT. 




LEIPZIG, 

DRUCK UND VERLAG VON B. G. TEUBNER. 

1885. 



Yorwort. 



Als der Verfasser zu Anfange dieses Jahres seine Theorie 
elastischer Körper herausgab, sprach er die Absicht aus, eine Samm- 
lung einschlagender Aufgaben folgen zu lassen. Diese Sammlung 
bildet den Inhalt des vorliegenden Werkes. 

Die Aufgaben sollen weiterer Klarstellung der Grundbeziehungen 
wirklicher Körper dienen, praktische Anwendungen derselben zeigen, 
Anknüpfungspunkte für speciellere Entwickelungen bieten und über- 
haupt möglichst vielseitig nützen; dementsprechend ist die Aus- 
wahl getroffen. Allzu umfangreiche Untersuchungen mussten dabei 
ausgeschlossen bleiben. Auch auf weitgehende Ausnutzung solcher 
Gebiete, welche anderwärts ausführlich behandelt sind, wurde ver- 
zichtet. Die eingestreuten Literaturnachweise können den Weg zu 
zweckmässigen Ergänzungen zeigen. 

Bei der Bearbeitung zeigte sich aufs Neue, wie günstig die 
Form von Aufgaben ist, wenn man von den allgemeinen Lehren zu 
Anwendungen übergeht. Die fast immer nöthigen Voraussetzungen 
der Lösungen lassen sich in der Aufgabenstellung berücksichtigen, 
sodass die Schärfe der Ableitungen gewahrt bleibt. Zu jeder Auf- 
gabe ist angegeben, nach welchem Paragraphen der Theorie elastischer 
Körper ihre Einschaltung gedacht war; doch sind auch andere Ver- 
theilungen möglich, und selbst unabhängig von jenem Werke dürfte 
die Aufgabensammlung Dienste leisten. In vielen Aufgaben findet 
man eine Reihe von Fällen behandelt, wodurch Gelegenheit zur Ab- 
stufung der Ansprüche an selbständige Leistungen des Lernenden 
geboten ist. Weitere Fälle und Zahlenbeispiele können mit Leich- 
tigkeit angeschlossen werden. 
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Schliesslich sei erwähnt, dass der Verfasser nicht alles von ihm 
Gewollte bereits erreicht hat. Da aber eine Sammlung der vor- 
liegenden Art bis jetzt nicht existirte und das Bedürfniss danach 
mehrfach betont wurde, so schien es zweckmässig, möglichst bald 
etivcts zu liefern. 

Stuttgart, Ende 1884 

J. Weyrauch. 
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Aufgabe 1. Drehungswinkel. Nach § 5. 

Ein Punkt n der anfänglichen Coordinaten x + Ax, y + Ay, 
z + ^^ ^^^ hinsichtlich des ursprünglich bei x, y, z gelegenen 
Punktes m in den Richtungen x, y, z die relativen Wege Ag, Aiy, 
AJ; zurückgelegt. Es sollen die eingetretenen Aenderungen derjenigen 
Winkel bestimmt werden, welche die Projectionen der Verbindungs- 
geraden mn auf die Ebenen yx, xz, zy mit den Richtungen a;, y, z 
einschliessen. 

Die fraglichen Aenderungen mögen durch Wx^ Wy, Wg bezeichnet 
sein. Nach bekannter goniometrischer Formel bestehen zwischen den 
Tangenten der neuen Winkel, den Aenderungen und den anfang- 
lichen Winkeln die Beziehungen 



At/ + Aij 
Aa; + AI 



Ax 



+ tgw, 



Aa;-f Ag 

A;2f + AJ 



Aa; , . 

a7+*^^^ 



Ag + Ag 
Ay + A?7 



Ay 



Aa; . 
tsw 



+ ^S^x 



Az 

1 T tgW^ 

Ay * 




ö&ffdji 



Fig. 1. 



Schafft man die Nenner weg, dividirt durch das Quadrat der ur- 
sprünglichen Entfernung An, führt als Bezeichnungen der Verschie- 
bungscomponenten in den Richtungen x, y, z ein 



Xn 



AI 



A?7 

2^*"" ÄS" 



^n = 



AJ 



Aw ^^ An "" An 

und löst nach den Tangenten von Wz, Wy, Wx auf, so ergeben sich 

y^cos(wa;)~ a;^cos(wy) 



(1) 



igWz = 



igWy = 



cos* (ny) + cos*(wa;) + a;^ cos (na;) + y„ cos (ny) 
x^cos (nz) — 5f^ cos (na;) 



cos* (na;) + co8*(n£;) + a;^ cos (na;) + z^cos{nz) 

^„ cos (ny) — y^cos(n^:) 
co9^^ (nz) + cos* (ny) + z^co9{nz) + y„ cos (ny) 

Weyrauch, Aufgaben zur Theorie elast. Körper. 1 



i^Wx = 



Die Zähler hierin sind gleich den Drehungen t,, i„, i^ des Punktes 
n um Azen in den Richtungen e, y, x durch m. In den Nennern 
können wegen co8*(Ma:) -{- eo8*(ny) + coB*(n«) = 1 für die beiden 
ersten Glieder auch bezw. sin'(»^), Bin*(My), 8in'(jia:) gesetzt werden. 
Handelt es sich um so kleine Verschiebungen, dass x^, j/n, e^ 
gegen 1 verschwinden, dann darf man in (1) die Winkel an Stelle 
ihrer Tangenten setzen und die beiden letzten Glieder der Nenner 
yemachlässigen , womit 
(2) M;jain'(M3) = ij, M'ysin*(«y) = iy, iv^nin^inx) ■» ix. 



Aufgabe 2. Unstetige Belastungen. Nach % 8. 
Zwischen den Absciasen und x greifen bei a, , a^, . ■ Om die 
Lasten Pj, Pg, ■ ■ Pm iin. Es soll die Ausfuhrung von Integralen 
und Derivirten der Formen 



/ ^ Pfp(x,a)dx, 



dlP9i{ar,o) 



gezeigt werden. In den Summenausdrfickeu bedeutet x die laufende 

Abscisse. 

Nehmen wir al^ einfachsten Fall zunächst die Bestimmung des 
Int^rals 



fP 



"'!__ 



^^LJ 



In der Gleichung 



y'_|'prf»_y'_|;pii+y2'p^,4y2'»+ ■ ■ ■ +/'J^w, 
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X 



ist für jedes Integral rechts ^P constant, nämlich 



von bis a^, a^ bis «g; <^2 Ws «3, • • • «m his x: 

X 



Daher folgt 



X 



I^Pdx=^P,(a,~a,)-\-{P,+P,){a,-a,) + .: + (P,+P,+... + P,,)(x-a,„) 

•y 


= P^{X — «i) + P^{X — «2) H h Pm{x — am) 

X 



(1) 



^Pdx^ ^P(x — a). 





Eine noch bequemere Ableitung möge gezeigt werden an 



X 







worin n eine beliebige Constante bedeutet. Beachtet man, dass 

X 

^P{x - o)»-i=Pi(a; - a,Y-^-}-P,{x - 0,)—'+- ■+P,n{x— a„)"-S 



so folgt unmittelbar 



X 
X 

(X — Omy 
m 



VJ^«-«)— dSr-P,^tl4)l.+P.^S^+-+P. 



r 

I ^^ ^ ^ '^ n • " n ' • ' n 

J 


wofar wir schreiben können 

X 



(2) 



.y 





Damit ist auch 

X 

dTP{x — a)« Ä 


und der Werth der «**" Derivirten 

(T ZP(a; — a)» « 

(4) — ? m! y ^• 

Gleichung (2) fahrt mit n = 1 auf (1). 



— 4 — 

Für die in der Aufgabe angeführte allgemeine Form des Inte- 
grals setzen wir entsprechend dem letzten Verfahren 



und erhalten damit 

X X 

(5) f^^f (*' «) «^^ = ^-P / 9» (*» «) <^* ' 

•y «/ 

a 

(6) -Sj- - - 2^^%^ ■ 



Es ergeben sich also Integrale der Amphitude x — a und Form (5), 
wenn man ohne Beachtung des Summenzeichens den allgemeinen 
Factor von P integrirt von a bis x. Bei Bildung von Differentialen 
der Form (6) hat man einfach hinter dem Summenzeichen den Factor 
von P zu differentiiren. 

Aus der über (5) angeschriebenen Gleichung entnehmen wir 
noch für die Lasten P auf einer beliebigen Strecke von x = v bis 
X =^ w 



10 



dZPqp(a;,a) J^ , / v 

/«N __^ ^p dtp ix, a) 

^ ^ dx ^Li dx 

während aus 

1D %0 



^Ptp{x,a)dx =7= / yP^ {x, d)dx — / ^Pq){Xyä)d. 
*y */ 



mit Rücksicht auf (5) 



10 to 



(8) 



/* « to /^ g /^ 

^Pq){Xya)dx = ^P / fp{Xjd)dx — y,P 1 q)(x,a)dx 
tJ e>/ 



und beispielsweise 



10 



(9) 



rj^PCa; - a)- ^ drr = i J|'^(«' - «)' - 4-2'^('' - «)"• 

t/ 



Das vorstehende einfache Integrations verfahren wurde vom Ver- 
fasser gegeben (Zeitschr. f. Math. u. Physik 1873 und 1874 oder 
Allgemeine Theorie u. Berechn. d. continuirlichen u. einfachen Träger, 
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Leipzig 1873), um für beliebige Belastungen gültige Theorien zahl- 
reicher Constructionen des Ingenieurs zu ermöglichen. Die zu- 
gehörige Behandlung stetig vertheilter und bewegter Lasten findet 
sich in den beiden folgenden Aufgaben. 

Aufgabe 3. Stetig vertheilte Lasten. Nach § 8. 

Die Werthe von Summenausdrücken der in voriger Aufgabe 
behandelten Form für den Fall von stetig vertheilten Lasten anzu- 
geben. 

Hätte man zwischen und x eine gleichmässig vertheilte Last 
von u per Längeneinheit, so würde an jeder Stelle a dieser Strecke 
auf die Länge da kommen 

P= uda^ 
womit wir erhalten 



a^=^x 



(1) 







= j uda = ux. 



a = 



-i> 



da/ 






'/ 



/. 




CL' 



CU 



Fig. 3. 



Ebenso entsteht 



X /^ 

^P{x — ay-'^ =u I {x — ay-^da 



X 



(2) 



2'p(^-«)-^=^ 



Oder befänden sich zwischen und x per Längeneinheit con- 

stante Lasten 

u von a = bis a '=» g 



-- 6 - 
so würden in gleich einfaclier Weise folgen 



9 w 

(3) ^P^ii I da-^-u' I da=ug-\'u{X'-g)'==ux-'iu—u){x—g), 

g 

g X 

SjP(x — ay-^ = u I (x — ay-^da + %i 1 (x — ay-^da 



9 

9 



__.[Ä^]_„.[Ä^], 



9 



(4) 2j^{^~^^ '^ "^ n ' 



Nehmen wir nun an, es sei ganz allgemein (p(Xja) eine be- 
liebige Function von a und soll bestimmt werden 

X 



für eine stetig vertheilte Last^ welche per Längeneinheit nach irgend 
einem Gesetze 

u = f(a) 

variirt. Dann wirkt bei a auf die Länge da 

P= uda = f(a) düj 

womit sich ergibt 

X X 

(5) ^Pq){x, a) = / (pix^ajuda^^ j (p(x, a)f(a) da, 



tO 10 

(6) ^Py (Xy a) = / q)(x,a)u da = 1 q){x,a)f{a)da. 

Stellt man für irgend einen Fall allgemeine, beliebigen P auf 
gerader Strecke entsprechende Formeln auf, so ändern sich je nach 
der Belastungsart nur diejenigen Glieder, welche die Lasten ent- 
halten, nämlich die £. Die Specialisirung dieser Summen für stetig 
vertheilte Lasten beliebiger Gesetze kann in der angeführten Weise 
erfolgen. Die allgemeinen Formeln sind indessen oft einfacher als 
die für stetig vertheilte Lasten gültigen und jedenfalls durchsichtiger 
als diese, indem sie den mit dem Angriffspunkte a wechselnden Ein- 
fluss jeder Last und jedes Lastelements klar hervortreten lassen, 



\ 
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während dieser Einfluss bei speciellen Formeln in Ausdrücken wie 



ux^ 



ux, u. s. w. vollständig begraben liegt. 

Aufgabe 4. Bewegte Lasten. Nach § 8. 

Ein System von Lasten Pj, P^, • • Pm in festen Entfernungen 
bewege sich zwischen den Abscissen und x oder auf einer belie- 
bigen Strecke von v bis w derart, dass keine Last über die Strecken- 
grenzen hinauskommt. Es sollen die mit einer unendlich kleinen 
Verschiebung da des Systems eintretenden Aenderungen der in der 
Aufgabe 2 behandelten Summen bestimmt werden. 

Es handle sich zunächst um die Strecke von bis x. Durch 

X 

die angenommene Verschiebung ändert sich an^P nichts, sodass 

dTP 

X 

Dagegen ist der Werth von^ P{x — a) nach der Verschiebung 



X 

^P(x — a — da) = Pi{x — a^ — da) + ^^{x — a^ — da) 



-\ [- Pm{x — am — da). 

Weil nun vor derselben war 

X 

^P {x — a)=F Pi(x — aj + P^ix — «a) H h Pm(pi^ — «m); 



so folgt durch Subtraction 

X 

d^P(x -a) (A + P2 + • •, + Pm) da, 



wofür wir auch schreiben können 

X 

dI.P(x — a) X 


In ganz analoger Weise erhält man mit Hülfe des Binomischen 

Lehrsatzes 

X 

d^P{x - ay 


X 

=.yjp[(x -ay-n{x — a)»-i da + "^J ~^'^'- (x — a)'-^da^ ] 

"o 

-^P(x-ay, 
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woraus 

(3) -^,- n^P(x-ay-K 



Diese Gleichung führt mit n = 1 und auf (2) (1). Noch allgemeiner 
ergibt sich bei Anwendung der Taylor'schen Reihe, deren Voraus- 
setzungen in allen hier eintretenden Fällen erfüllt sind, 

X 

d'yP(p{x,a) 



SR ^ 

worin die Derivirten q)\ q>\ • • einem variabeln a entsprechen, 



X 



dZPtp{x,a) «iL. , / X 

... _o "^ pd(p{x,a) 

W da ^ Zj da 



Da vorstehende Ableitung bei ganz beliebigen Streckengrenzen v, w 
zulässig ist, so folgt auch 



10 



dY.P(p{x,a) v> , , X 

(5) ^-. ypä^^ 

^ '^ da j^ da 

V 

und beispielsweise 

dZPiX'-a)'' u> 

(6) * -"^a = -n^P(x-ay-K 

V 

Die behandelte Aufgabe tritt in der Ingenieurmechanik sehr 
häufig auf, indem Locomotiven, Eisenbahnzüge, Fuhrwerke u. s. w. 
bewegte Lastsysteme der betrachteten Art bilden. Obige Differen- 
tiationen finden Verwendung bei Ermittelung derjenigen Stellungen 
des Lastsystems, für welche Maxima und Minima von Momenten, 
Beanspruchungen, Einsenkungen etc. entstehen. 

Aufgabe 5. Fanetionen der Richtung. Nach § 8. 

Es soll für alle von einem Punkte m ausgehenden Richtungen n 
die Funktion. 

(1) 9?n = « cos^(wa;) + 6 cos^{ny) -f- c co8^(n0) -f- 2dcos(nx) cos(wy) 

•^- 2e cos(ny) cos(njs) + 2fcos{n^) cos(nx) 

durch Functionen der Form 
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(2) tns = ci cos(nx) cos(sx) + b cos(wj/) cos{sy) + c cos(n;?) cos{sz) 

+ c? [cos (na;) cos{sy) + cos(wy) cos{sxy} 
+ e[cos(nj/) cos(5;?) + cos^nz) cos(sy)] 

+ /'[C0S(W;8;) COs(sil?) + COs(wrc) COs(5;8l)] 

ausgedrückt und vorstehende Gleichungen für den Fall specialisirt 
werden, dass die Axen der Xj y, z parallel denjenigen Richtungen 
n liegen, für welche die Maxima und Minima von q>n eintreten. 

Aus Gleichung (2) folgen, wenn man die Richtung 'S der Reihe 
nach mit x^ y, z zusammenfallen lässt, 

i^nx = öt cos(na:) + d cos(wy) + f(^o^{nz), 
'^ny = b Gosiny) + d cos (na;) -f ^ cos(n;^), 
^n« = c cos(n;8i) + f cos (na;) + e cos(wj/). 

Multiplicirt man diese Gleichungen bezw. mit cos (na?), cos(ny), 
cos(n;8f) und addirt, so ergibt sich mit Rücksicht auf (1) 

(4) • (pn == ^n» cos (na;) + ^ny COs(nt/) + Ipnz CO8(n0). 

Multiplicirt man dagegen in gleicher Weise mit cos(sa;), cos (st/), 
cos(s£?), dann liefert die Addition wegen (2) 

(5) tlfns = trix C0S{SX) + tny COs(st/) + ^„^ COs(S;^) 

=^ fax cos(nx) + ipsy cos(ny) + fl^sz cos(n^), 
woraus wir ersehen 

(6) ifnn = g^n* 

Nach § 8 bestehen für diejenigen Richtungen n, welchen jVIaxima 
und Minima h von q)n entsprechen, die Beziehungen 

(7) Ä cos (na?) = ^n«; Ä cos(ny) = ^„y^ ä cos(n;8f) «= ^„^. 

Durch Multiplication mit cos(sa;), cos(sj/), cob(sz) und Addition 
folgt bei Beachtung von (5) für zwei Richtungen n, 5, deren einer ein 
Maximum oder Minimum h von qp„ entspricht, während die andere 
ganz beliebig ist, 

(8) h cos(ns) = ipns- 

Beispielsweise wird ^n« = 0, wenn n und s senkrecht zu einander 
sind. Bezeichnen Ä^, J^ irgend zwei der drei existirenden Maxima und 
Minima von q)n, und n^, n^ die zugehörigen Richtungen n, dann ent- 
stehen aus (8) mit h ^=\y n = n^y s = n^ und mit h = h2, n = na, 
s = fii die Ausdrücke 

tna = \ COS (n^ng) = \ cos (ngnj). 
Da aber \j \ im Allgemeinen verschiedene Werthe haben, so muss 
cos (n^ng) = sein, die Richtungen n, welchen Maxima oder Minima 
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von q>n entsprechen^ schliessen mit einander «Winkel von 90^ ein 
und für je zwei dieser Richtungen ist ^j,« «» 0. 

Aus (1) mit n '=' x^y^z und aus (2) mit ns =^ xy, yz, zx folgen 

Werden nun die Axen der x^ y, e parallel den Richtungen n ge- 
legt, für welche die Maxima und Minima Ä^ B, G von g)» eintreten, 
dann sind a, 6, c gleich Ä, B, C, und d, e, f gleich Null, womit 
sich nach (1) — (3) für beliebige Richtungen n, $ ergeben 

(10) y^ = J. cos* (na?) + B cos*(ny) + C cos*(w;e?), 

(11) ^«,=^cos(na;)cos(5a;) + 5cos(ny)cos(sy) + Cco8(nxi)cos(sje;), 

(12) ^aar *= A cos(nx), tny = B cos(ny), ^^,^=iG cos (w je;). 
Specielle Fälle der hier betrachteten Funtcionen haben wir 



in § 14 


mit 


9n = -^11, 




^«.— 2 — S«; 


§ 15 


;> 


q>n - Bn\ 




*». = Pn.; 


§ 23 


n 


9>» — Wn, 






§ 24 


V 


9>« = ^n*, 




V^fi*— 1>«.5 


§ 25 


n 


9>» = (1 + « 


«)^ 


^«* — 2i»* + cos(ns); 




oder 


SP« = 2e„ + 


en^ 


V'n* — gn*; 


§ 102 mit 


9>r — ft^o 




^r« = /ra • 



Es lassen sich bei Berücksichtigung vorstehender Entwicklung 
manche Stellen der dortigen Ableitungen kürzer fassen. 

Aufgabe 6. Geometrisehe Darstellungen. Nach § 8. 

Von einem Punkte m aus für Coordinatenaxen, parallel den zu 
einander senkrechten Richtungen n, welchen die Maxima und Minima 
A, B, C von g>n entsprechen (Aufgabe 5), seien die allen möglichen 
Richtungen n zugehörigen 

(1) Xn = Vtn.' + Ipn/ + tpn.' 

derart angetragen, dass tl^nxf tnyy tn» die Coordinaten des End- 
punktes von Xn in den Richtungen x^ y, z sind. Zu entscheiden, auf 
welcher Fläche die Endpunkte der %n liegen. Sodann ist diejenige 
Fläche zu ermitteln, deren Normalen in den durch die x^ getroflfenen 
Punkten parallel den Richtungen n dieser Xn laufen. 

Nach A 5, (12) haben wir für beliebige n, wenn q die Richtung 
der zugehörigen x^ bedeutet. 
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llJnx = Ä COS (nx) =» Xn COS (qx) , 

(2) { tny = Bcos(ny) = XnGos(Qy), 

Ipnz = CcOQ(nz) =Xn COS (9^), 

woraus wegen 

GOQ^{nx) + cos^(ny) + cos^(w^) = 1 

durch Quadriren und Addiren 

(3) ^^^ -L ^^y 4- ^"^ = 1 

V^J ^2 ~ J52 ~ (78 ■••• 

Aus (1) (2) erhält man 

(4) Xn^ = -^^ cos^(wir) + B^ cos^(wy) + C* cos^(ni^), 

während zufolge A. 5, (10) 

(5) (p^ = A cos^(nx) + JB cos^(wy) + C^ cos^(w;8f). 

Nach (3) liegen die Endpunkte der Xn auf einem EUipsoide, dessen 
Halbaxen gleich den Absolutwerthen der Maxima und Minima von 
g)n sind. Diese Maxima und Minima werden damit numerisch gleich 
denjenigen der Xn und weil bei den gewählten Coordinatenaxen 

i^xy = tyz = tzx = Uud alsO Uach (1) in (2) ^^.^^ = Xxy tyy = %yy 

'^zz=' X» s^^^; so erhalten wir für n^==^x,y, z auch 9 = + ^; y> ^; 
die Halbaxen unseres EUipsoids haben diejenigen Richtungen w, für 
welche Maxima und Minima von fpn eintreten. Ergeben sich zwei der 
Werthe A^ B, C numerisch gleich, so wird das Ellipsoid (3) ein 
Rotationsellipsoid, dessen Rotationsaxe in diejenigen Richtungen n 
fällt; welchen der dritte genannter Werthe entspricht. Wären alle 
drei Grössen Äy B, C gleichwerthig, so würde das gefundene Ellipsoid 
zur Kugel. 

Legen wir jetzt den Ursprung der Coordinaten x, y, z in den 
Punkt m, so besteht für jedes m anliegende Flächenelement der 
Normalenrichtung n die Gleichung 

x cos(nx) + y Goa(ny) + 13 cos(n^) == 

und bei den gewählten Axenrichtungen mit Rücksicht auf (2) 

(6) tf^^lM.y^'^g=0. 

Diese Gleichung entspricht nach der analytischen Geometrie einer 
dem Coordinatenursprunge m anliegenden Parallelebene zu der in 
der Richtung q von Xn {tnxj ^ny, i^nz) tangirenden Ebene an die 
Fläche zweiten Grades 

Die Normale dieser Fläche in dem von Xn getroffenen Punkte ist 
also parallel der Richtung w, für welche Xn eintritt. K^ bedeutet 
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eine beliebige positive Zahl. Die Gleichung (7) lässt sich in gleicher 
Weise discutiren wie die Gleichung der Stellungsfläche in § 16 und 
A. 16, 17, sie stellt wie diese ein EUipsoid dar, wenn alle drei 
Grossen Ä^ B, C von gleichem Vorzeichen sind und besteht aus 
einem einfachen und einem doppelten Hyperboloide^ welche in einem 
gemeinsamen Asymptotenkegel zusammenhängen, wenn die Ä, B, C 
verschiedenen Vorzeichens sind. Die Axen der Fläche (7) liegen 
immer in denjenigen Richtungen n, für welche Ä, B und C eintreten- 
Da sich oben ergab, dass die drei Maxima und Minima von q)n 
durch die Halbaxen eines EUipsoids dargestellt sind, so hat die 
cubische Gleichung § 8, (9) oder (10) immer nur reelle Wurzeln. 
Selbstverständlich gelten die vorgeführten geometrischen Darstel- 
lungen auch in den am Schlüsse der vorigen Aufgabe erwähnten 
speciellen Fällen. 

Aufgabe 7. Vollständiges Differential einer Riehtnngsfiinetion. 

Nach § 9. 

Es soll das vollständige Differential der in Aufgabe 5 be- 
trachteten Function (pn bei variabler Richtung abgeleitet und mit 
Rücksicht auf die Hülfsfunction ^»^ ausgedrückt werden. 

Setzen wir zur Abkürzung cos (nx) »= a, cos (ny) = /J, cos (nz) = y, 
so folgen aus A. 5, (1) mit Rücksicht auf A. 5, (3) 
d(p dtp d(p 

wonach das 'vollständige Differential der Function q)n von a, ß, y 
sich ausdrückt 

(2) d^>n = 2(tnxda + ipnydß + fnz dy\ 

Man denke sich nun die Richtungen n auf die Oberflächen- 
punkte einer Kugel vom Radius r um m bezogen. Für ein durch m 
gelegtes Coordinatensystem, dessen Axenrichtungen mit den Rich- 
tungen x^ y, & übereinstimmen^ mögen ^^ ^^ j die Coordinaten eines 
Kpgelpunktes n und j -f- dfj, ^ + c?^, ä + ^ä diejenigen eines von 
n aus in der Richtung s um ds entfernten Kugelpunktes s sein. 
Die Richtungen der Punkte w, s von m aus seien n, g. Wir haben dann 

(3) cos (wa;) = « = -^ , cos {ny) = j3 = — , cos i^z) = y = -* 5 

(4) cos {sx) = ^ , cos {sy) = ^| , cos (5^) = ^ 

und hiernach mit der Bezeichnung 

(5) d0 = (sn) = ^ 
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(6) da = da cos {sx)j dß = d0 cos (sy)j dy s=s d6 cos (s0). 
Durch Substitution dieser Werthe in (2) folgt 

dq)n = 2[^„a: COS (sx) + ^ny COS (sy) -{- tnz COS (S0)]d6 

oder wegen A. 5, (5) 

(7) ^-t-^^"" 

Gehen wir also von irgend einer Richtung n aus nach einer be- 
liebigen zu n senkrechten Richtung s hin um den kleinen Winkel dö 
vor, so ist der DiflFerentialquotient von g?« gleich dem Doppelten 
der Hiülfsfunction ipn$' Zu beachten ist, dass sich in der ange- 
gebenen Weise alle von n unendlich wenig abweichenden Richtungen 
erreichen lassen. 

Nach A 5, (3) hat man 



da "' dß ^ dy 

und mit Rücksicht auf (1) 

d^w d^w 3*<p 

(9) ^ = 2«, är = 26, -^ = 2c. 

Selbstverständlich gelten die gefundenen Beziehungen auch für die 
am Schlüsse der Aufgabe 5 erwähnten speciellen (pn (§ 29). 

Aufgabe 8. Differential einer Function zweier Richtungen. 

Nach § 9. 

Es soll das vollständige Differential der in den drei letzten 
Aufgaben verwendeten Hülfsfunction ipn» för den Fall abgeleitet 
werden, dass w, s zwei ganz beliebige von einem Punkte m aus- 
gehende Richtungen sind. 

Wir setzen zur Abkürzung cos (nx) = a, cos (ny) = /J, cos (nis) 
s= y, cos (sx) = a, cos (sy) = ß\ cos (ssi) = y und haben dann nach 
A. 5, (2) (3) 

n\ ^_/ !^_ / ^^_ / 

U; ^cc — ^"*' dp ^^y' dy — ^'•*' 

(2) -^ = ^-' -äF^*'^^ -ar = *'*•. 

Das vollständige Differential von ^n< drückt sich also aus 

(3) dfn» = tnx da + ^ny dß' + ^n* <?/ + tsx da'\'tsydß + tsz dy. 

Gehen wir nun von der Richtung n aus auf eine beliebige zu n 
senkrechte Richtung Je hin um den kleinen Winkel dfx vor, so folgen 
nach A. 7, (6) 
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da = dx cos Qcx)^ dß — dx cos (Jcy), dy «« rfx cos (kss)^ 
und gehen wir von s aus nach einer zu s senkrechten Richtung l 
um dl vor; so entstehen in analoger Weise 

da =s dk cos (ia:), rf^ = dl cos (Zy), rf/ = dX cos (Zjer). 
Durch Substitution dieser DiflFerentiale in (3) wird das vollständige 
Differential 

dtns = [ifnx COS (Ix) + tny COS {Iff) + ^„, COS (;^)] dk 

+ [i^sx COS (fca;) + tl^sy cos (Ä^y) + ^,, cos (ä;;8i)] dx 
oder mit Rücksicht auf A. 5, (5) 

(4) dtm = tpnl dl + ^,*dx. 

Geht man von s aus nach beliebiger Richtung l um den kleinen 
Winkel dl vor, während n fest bleibt, dann ist nach 4) und 

A.7,(7) . 

(5) -är = *•' - T dT 

und geht man von n aas nach irgend einer Richtung h um den kleinen 

Winkel dx vor, dann folgt in gleicher Weise 

Für das vollständige Differential von ^«, können wir also 
schreiben 

Auch die hier erhaltenen Beziehungen gelten ohne Weiteres 
für alle am Schlüsse der Aufgabe 5 erwähnten speciellen Fälle. 

Aufgabe 9. Grundbeziehungen stetiger Spannungen. Nach § 12. 

Die Beziehungen Xy = Yxy Y, = Zy, Z^ = X, aus den Be- 
wegungsverhältnissen der Massenpunkte eines bei m {x^ y, z) ge- 
legenen parallelopipedischen Eorperelements um Axen durch m in 
den Richtungen x, y, z abzuleiten. 

Wir bezeichnen die von den Oberflächenelementen unseres 
Körperelements dK = dx dy dz herrührenden Momente um Axen 
durch m in den Richtungen z, y, x mit pt dK, py dK, px dK und 
haben dann 

Yx + ^dxjdydZ'dx — \Xy + -^ dy\ dzdx • dy, 
Py dK = \X, + -^ ^A d^ dy'dz — Iz^ + -^^ ^^ ) ^V^^ ' «^^; 
PxdK=: (Zy + -^ dy) dzdx.dy — (^• + ~J^ ^^) ^^^V'^^y 



m 



(7^ «1 - ^ yi) —^m (^1*1 — ^i^i) =Pz dK, 
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also für stetige Spannungen 

. P»= Yx — ^y, Py = ^z — 2xy Px = Zy — Yz. 

Es werde nun mit dem Ursprünge in m ein neues Coordinaten- 
system der x^, y^, z^ in die Kantenrichtungen des Körperelements 
gelegt. Für irgend einen eingeschlossenen Massenpunkt der Masse m 
mögen hinsichtlich der neuen Coordinatenaxen X^, Y^, Z^ die äusseren 
specifischen Massenkräfte und %, v^, w^ die Geschwindigkeiten be- 
deuten. Man erhält dann für die Gesammtheit der eingeschlossenen 
Massenpunkte, da die innern Kräfte wegen doppelten Auftretens 
mit entgegengesetzten Vorzeichen und gleichen Hebelarmen die 
Drehungsmomente nicht beeinflussen, 

2 

Auf der linken Seite dieser Gleichungen sind bei endlichen Be- 
schleunigungen und specifischen Massenkräften die vier Theilsummen 
von derselben Grössenordnung wie x^l.m = x^^ dK, d. h. unendlich 
klein von der vierten Ordnung, und da somit auch jp^, py, px un- 
endlich klein siad, so gelten im Falle nicht unendlicher Beschleu- 
nigungen und Massenkräfte für stetige endliche Schubspannungen 

Aufgabe 10. Körper ohne Sclmbspannimgen, Nach § 12. 

Die Grundgleichungen der Bewegung von Körperelementen für 
den Fall stetiger Spannungen unter der Voraussetzung abzuleiten, 
dass tangentiale Flächenkräfte nicht vorkommen. Speciell sind die 
Bedingungen relativer Ruhe anzugeben. 

Ist r die Richtung der Totalspannung JB„ auf ein Flächenele- 
ment der Normalenrichtung n bei m {Xy y, z)^ so hat man für ver- 
schwindende Schubspannungen wegen 

uLy = jLz *^ JL-z = Xx ^^ ^x ^'^^^ ^y ^^^ ^ 

nach § 3, (2) und § 11, (2) 

Xa.cos(wii?)=iJ„cos(ra?), FyCos(wy)=iJ»cos(ry), Z,cos(w;8r)=i2„cos(r;ej) 

oder weil die Richtungen w, r in gleicher Geraden liegen 

(1) Xx^Yy = Zz p^±:r^^ Nn. 

Die Totalspannung hat für alle durch einen bestimmten Punkt 
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gehenden Flächenelemente den gleichen Werth. Da ziehende Nor- 
malspannungen als positiv gelten ^ so f&hren wir mit (1) Druck- 
spannungen als positive p ein. Aus § 11| (1) folgen für die Be- 
wegung in Hinsicht eines festen oder bewegten Coordinatensystems 
zur Zeit t 



(?) 






Diese Beziehungen für beliebige Körper ohne Schubspannungen 
bilden auch die bekannten Grundgleichungen der Hydrodynamik 
(§ 63). 

Relative Ruhe. Die Bedingungen für relative Buhe in Hin- 
sicht unseres Coordinatensystems lauten nach (2) 

(3) If-cx, %~,r, If-^z. 

Multiplicirt man diese Gleichungen bezw. mit dx, dy, dz und addirt^ 
so folgt das vollständige Differential von p 

(4) dp = iiiXdx + Ydy + Zdz\ 

Diese Beziehung muss bestehen, wenn unter Einwirkung der Massen- 
kräfte X; Yy Z Gleichgewicht möglich sein soll. Da mit der linken 
Seite von (4) auch die rechte Seite ein vollständiges Differential 
wird, so können wir im Voraus erkennen, ob unter gegebenen Massen- 
kräften Gleichgewicht möglich ist an dem Zutreffen oder Nichtzu- 
treffen der Bedingungen für ein vollständiges Differential 

/p-x dftX. dfiY dfiY dfiZ dfiZ dfiX 

dy ^ dx ^ dz dy ^ dx dz 

Sind dieselben erfüllt, ist also die rechte Seite von (4) das voll- 
ständige Differential einer Function F{x, y, js), so haben wir 

ra\ ^ dF ^ dF ^ dF 

und es ergibt die Integration 

(7) p = F{x, y, 0) + Const., 

oder wenn für irgend einen Punkt Xq, y^, z^, etwa einen Ober- 
flächenpunkt, die Spannung p^ bekannt ist, 

(8) P = Vo + Fix, y, z) - F{Xq, y^, z^. 

Diese Gleichung zeigt, dass bei relativem Gleichgewicht die Spannung i? 
für alle Punkte einer Fläche 

(9) F{x, y,i} = C 
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denselben Werth hat. Solche Flächen gleicher Spannung werden 
Niveauflächen genannt (§ 9). Man kann sich durch dieselben den 
Körper in lauter unendlich dünne Schichten gleicher Spannung 
zerlegt denken. Ist auch die Oberfläche eine Fläche gleicher 
Spannung oder Niveaufläche, so setzen sich die Schichten von ihr 
aus nach Innen fort. 

Wenn der Klammerausdruck in (4) für sich das vollständige 
Differential einer Function ü, des Potenüals der Kräfte X, Y, Z ist, 
so muss, damit auch ^ dU ein vollständiges Differential und also 
Gleichgewicht möglich sei, in 

(10) dp = ^ dU fi Funktion von U oder p 

sein. Für die Niveauflächen speciell sind wegen constantem p auch 

Z7, ft constant und in jeder der oben erwähnten Schichten können die 

Spannung p und specifische Masse ft als unveränderlich gelten. 

Werden keine Massenkräfte als vorhanden angenommen, was 

in der Wärmelehre und Aeromechanik sehr häufig vorkommt, so 

folgt aus (4) 

p ^ Const., 

wonach fürs Gleichgewicht auch die Oberflächenelemente gleiche 
Spannungen erleiden müssen. Da nun aber der Klammerausdruck 
in (4) das vollständige Differential einer Function U = Const. ist, 
so tritt der Fall (10) ein und hat auch fi überall den gleichen Werth. 

Aufgabe 11. Die Schwere als einzige Massenkraft. Nach § 12. 

Auf einen Körper ohne Schubspannungen wirke hinsichtlich 
relativer Bewegung gegen die Erde als Massenkraft allein die Schwere. 
Es sollen die Verhältnisse des Gleichgewichts im Allgemeinen und 
speciell für Gase abgeleitet werden. 

Wir denken uns den Ursprung der Coordinaten in fester Lage 
gegen den Mittelpunkt der Erde, die positive Richtung der y-Axe 
in die Richtung des freien Falls und die Acceleration g des letzteren 
in jedem Augenblicke für alle Körperpunkte parallel und gleich 
gross. Dann sind für ein beliebiges Theilchen bei m (x, y, 0) die 
Componenten der specifischen Massenkraft in den Richtungen x, y, z 

(1) X = 0, T^g, Z=0. 

Bezeichnet also y das Gewicht pro Volumeneinheit oder specifische 
Gewicht bei m, so ist nach A. 10, (4) 

(2) dp = iigdy = y dy, 
während wegen 

WaTBA.ucH, Aufgaben zur Theorie elast. Körper. 2 



% 
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—^ c» ^^^ = 

dy '^ ' dy ^ 

die Bedingongen fürs Gleichgewicht lauten 

f '' (^\ ^f'T.^^y. — n ^Jtl — ^r^o 

W "äx dx~^' dz ~dz ^' 

sodass für jede Horizontalfläche y oder yk 
So constant sein muss. Nun hat man nach (2) 

(4) für p constant y = Const., 

daher sind die Horizontalflächen Niveau- 
S flächen und wenn durch p, y auch die Tem- 
peratur T bestimmt ist, so verlangt das 
Gleichgewicht, dass in jeder Horizontal- 
fläche jp, y^ (ly T constant seien. 
Fig. 4. Um die^ Spannung p als Function von 
y bestimmen zu können, muss y in (2) als Function von y gegeben 
sein. Wird z. B. wie in sehr vielen Fällen y zwischen y^ und y 
als constant angenommen, so liefert (2) mit y — y^z^h 

(5) P—Po = r{y -Vo) i>=l>o + Äy, 
eine bekannte Formel der Hydrostatik und Aerostatik. 

Gase. Bedeuten v, T, R 4as Volumen pro Gewichtseinheit oder 
specifische Volwmeny die absolute Temperatur und eine von der Gasart 
abhängige Constante, so gibt uns das Mariotte-Gay-Lussac^sche Ge- 
setz für Gase allgemein 

(6) pv^RT. 

1 p 

Es geht also wegen y =» — = -^^ die Gleichung (2) für Gase über in 

/fj\ dp _ dy 



p ET 

Speciell für den Fall, dass RT zwischen y und j/^ als constant 
gelten kann, folgt durch Integration 

(8) logn|-= ^ 



Po RT 

Sind ausserdem die Drnckdifferenzen so klein, dass wir die Reihe 

lognA— log. (, - £^) _ t=& + ± (E:^)V . . . 

mit dem ersten Gliede abbrechen können, so entsteht aus 8) 
(9) P •= Po + -^-T ^ =' Po + ^? , 
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in üebereinstimmung mit (5). Dies ist begreiflich^ da bei kleinen 
Druckdifferenzen und constantem BT annähernd 

y_^^^ P_ ^l Po —P ^ j 

70 ^ Po Po 

wird, womit die Voraussetzung von (5) erfüllt ist. 

Aufgabe 12. Barometrische Höhenmessnng. Nach § 12. 

Die Höhendifferenz h zweier Stationen S, Sq, für welche die dem 
Meeresniveau entsprechende Acceleration des freien Falls als gleich 
gross angenommen wird, unter Voraussetzung einer constanten Mittel- 
temperatur zwischen beiden Stationen durch die Barometerstände 
an letzteren auszudrücken. 

Es seien die Entfernung vom Mittelpunkte der Erde, Acceleration 
des freien Falls, Temperatur nach Celsius, der auf 0® C. reducirte 
Barometerstand und das entsprechende specifische Gewicht des 
Quecksilbers 

bei Station Sq Tq, g^, t^, h^, 6q 
und „ , „ S r, g, t, 6, 0. 

Wir legen den Ursprung der Coordinaten in das Niveau des 
Meeres, die t/-Axe in die Richtung von Station S nach dem Erd- 
mittelpunkte und haben dann die specifischen Massenkräffce für ein 
Theilchen bei beliebigem y 

x = o, r = ^, Z=0. 

Für Gase ist bei Berücksichtigung der Veränderlichkeit von g, wenn 
T die absolute Temperatur und C ©ine Constante bedeuten, 

(1) p = i^CT. 

Mit diesen Werthen wird nach A. 10, (4) wegen dy = — dr 

dp = li'gdy = — -^ dr. 

Im Niveau des Meeres mögen r = r„, g = gn sein, womit in be- 
liebiger Höhe 

9 — 9n ^t y p . CT r^ ~ CT r' 

Integrirt man diese Gleichung von Sq bis 8 unter Annahme einer 
constanten Mitteltemperatur Tm, so folgt mit r — r^ = ä 

(2) logn^ = ^^(---j=-^^— . 

Bezeichnen V, Vq die ganzen Volumina der Barometerflüssig- 
keit bei 8, 8q für eine Temperatur von 0^ C, dann ist die Masse 

2* 
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Va V.üo 



9 9o 

Da sich aber das Volumen bei constanter Temperatur mit g nicht 
merklich ändert, so wird 

o 9 ^0* 

Die Luftdrücke bei Sq, 8 stehen im Verhältniss 

p ha &ro* 

während aus (2) folgt 



&n . ^ t r 9n^, 



2 



n n 



logn -^ + 2 logn - = -^y^ ^^^ 

Löst man diese Gleichung nach h auf und setzt dann r = r^ + *; 
logn = n log mit n = 0,434294, so entsteht die Hauptformel 

Nach Versuchen von BegnauU war in Paris bei g = 9,8089 m, 
p =s 10333 kg und T = 273^ das specifische Gewicht trockener Luft 
y = 1,293187, sodass in (1) 

^ _ 10333 > 9,80 89 
1,293187 . 273 * 

Die zuverlässigsten Messungen ergaben für die geographische Breite q) 
(4) gn = 9,8055 (1 — 0,0026 cos 2(p). 

Wir erhalten damit für trockene Luft in (3) 

,.v . CTm 18406 Tm 

(5) ^ = -^r^r = 



nflf^ 273 — 0,7071 cos 2qp 

Die Feuchtigkeit lässt sich nur annähernd berücksichtigen. 
Nach Dalton und der kinetischen Gastheorie setzt sich der Druck 
p der feuchten Luft zusammen aus dem Drucke p — f der trockenen 
Luft und dem Drucke f des beigemengten Wasserdampfes. Stehen 
nun yi, ^2? ^i® specifischen Gewichte von trockener Luft und Wasser- 
dampf, für bestimmte p, jP, g im Verhältnisse 1:1 — £, so hat man 
nach (1) allgemein 

und es tritt wegen y ^ ^i + y» an Stelle von (1) für feuchte Luft 
(6) i> = -^^^ - 



JP 



Damit erscheint denn auch in (3) (5) die rechte Seite noch durch 
1 — s ^ dividirt, welcher Werth jedoch stets so wenig von 1 ab- 
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weicht, dass die Correctur gewöhnlich unterlassen werden kann. 

Andernfalls wäre — durch gewisse Beobachtungen zu bestimmen, 

während s durchschnittlich gleich f zu setzen ist. 

Die praktische Anwendung der Formel (3) macht sich nun wie 
folgt. Man setzt 

(7) T^ = 273 + ^^; 

berechnet A nach (5) und einen vorläufigen Werth von h nach der 
mit — = 0; -^ = 1 aus (3) folgenden Näherungsformel 

(8) Ä = ^log^. 

Das so erhaltene Ä wird auf der rechten Seite von 

(9) Ä = 4^^^^[21og'^ + logy 

verwendet, womit ein genauerer Werth von Ä resultirt. Als mitt- 
lerer Erdradius genügt r„ ^ 6 366 500 m. 

Beispiel 1. Für die Stationen S^ (Polytechnikum Stuttgart) 
und 8 (Feuerbacher Heide) waren bei Beobachtungen von Lang 
y^ = — 251,57 m, \ = 0,7401 m, ^o = 18,6^, h = 0,7266 m, i = 21,8^, 
gj as 48^47'. Die Höhendiflferenz der beiden Stationen zu berechnen. 

Mit T^ = 293,2« folgt aus (5) ^ = 19 774 und aus (3) als vor- 
läufiger Werth der Höhendifferenz Ä = 158,09 m. Hiemach hat man 
in (9) rechts zu setzen 

r„ = 6366500, ^o = r« — y^ = 6366 752, ^o + Ä = 6366910 

und die weitere Berechnung verläuft wie folgt: 

log A = 4,296 0957 

2 log ^ = 0,0000344 



r 

n 



log ?«L±A = 0,000 0108 
2 log ?it±^ = 0,0000216 

log ^ = 0,007 9950 

log 0,008 0166 = 0,903 9902 — 3 

log Ä = 2,200 1311 

Ä = 158,53 m. 

Die nivellistische Messung ergab Ä = 158,09 m. 

Beispiel 2. Am grossen Miesing in Oberbayern waren bei 
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Beobachtuugeu von Banemfeind ^o = — 815 m, \ = 0,6916 m, 
t^ = 13,6®, h = 0,6085 m, t = 6,1^ HöhendiflFerenz beider Stationen? 

Ganz wie oben erhält man nach einander T„ «= 282,95®, 
A = 19074, vorläufiger Werth h = 1060,4 m, definitiver Werth 
h = 1067,7 m. Die trigonometrische Messung ergab h = 1068,8 m. 
Grashof erhielt bei Berücksichtigung der Feuchtigkeit mittelst 
einer von (9) etwas abweichenden Formel h == 1067,2 m. Vergl, 
Grashof, Theoretische Maschinenlehre, Band I, Hydraulik, Leipzig 
1875. S. 370. 

Das erste Barometer wurde 1643 von Vwiani in Verfolg 
einer Idee ToricelUs ansgefilhrt. 1648 erklärte Pascal, dass der 
neue Apparat auf einfachste Weise Höhenunterschiede zu ermitteln 
gestatte, nachdem Perrier anf seine Veranlassung einen Versuch 
am Puy de Dome bei Clermont vorgenommen hatte. Formeln für 
die Höhendifferenz h stellten u. A. Mariotte, Halley, Fontana 
auf, Laplace gab die erste allen Einflüssen Rechnung tragende 
Höhenformel in seiner Mecanique Celeste, 1799 I. lieber die gegen«- 
wärtig gebräuchlichen Formeln siehe neben dem bereits citirten 
Werke Grashofs insbesondere Bauemfeind, Beobacht. und Unters, 
über die Genauigkeit barom. Höhenmessungen, München 1862 und 
Elemente d. Vermessungskunde, Stuttgart 1876, 22. RUhlmann, die 
barom. Höhenmessungen, Leipzig 1870, Schreiber, Handb. i baro- 
metr. Höhenmessungen, Weimar 1883, 

Aufgabe 13. Glleichgewiclit der Erdatmosphäre. Nach § 12. 

Das relative Gleichgewicht einer vollkommenen Flüssigkeit zu 
untersuchen, welche dem Newton'schen Gravitationsgesetze gemäss 
von einem Punkte angezogen wird und gleichförmig um eine diesen 
Punkt enthaltende Axe rotirt 

Wir legen den Ursprung der Goordinaten in den anziehenden 
Punkt 0, die y-Axe in die Rotationsaxe und die x-Axe in die Ebene, 
welche die Richtung Om eines beliebigen Flüssigkeitstheilchens mit 
der Rotationsaxe bestimmt. Bezeichnen dann r die Entfernung von m 
und 0, (D die Winkelgeschwindigkeit, c eine Constante, so sind die 
specifischen Massenkräfte für die Bewegung von m hinsichtlich 
unseres um die y-Axe rotirenden Coordinatensystems 

^ = — 7ä f + cö'a; = — ca: (a;2 + y^)- 1 + c«^^ 
Z=-0. 



23 - 



• Mit diesen Werthen folgt aus A. 10, (4) für die Spannung bei m 
dp== (i [ — c(x* + y*) (xdx -^ y dy) + et^x dx\ 



und wenn 9 die geographische Breite bedeutet, wegen x = r cos 9?, 
(1) dp = ^rf (-^ + ^ cos V) = f* ^C^. 



Es existirt also ein Potential der Massenkräfte 
(2) 



if = — - COS^ w 

r ' 2 ^ 



und ist nur Gleichgewicht möglich, wenn ft als Function von U 
oder p allein dargestellt werden kann. In diesem Falle ist die 
Gleichung der Niveauflächen 



(3) 



c . fi)*r* 



r ' 2 



cos^ 9 = Const. 



Für jede Rotationsfläche des Gesetzes (3) müsste im Falle des 
Gleichgewichts mit U, p auch fi constant sein und, sofern 




W*J[ 



Fig. 5. 

durch diese Grössen die Temperatur T bestimmt ist, auch die 
letztere. 

Wollte man nach vorstehenden Gleichungen, von dem flüssigen 
Zustande der Erde ausgehend, die entstandene Abplattung an den 
Polen berechnen, so würde sich ein zu kleiner Werth ergeben, was 
in unserer Unkenntniss über das Wesen der Gravitation und der 
dadurch bedingten einseitigen Auffassung des Gravitationsgesetzes 
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begründet sein mag. Dagegen gelten die Besultate annähernd für 
das Gleichgewicht der Erdatmosphäre und weil für diese 

(4) P^liCT, 

SO müssten hier thatsächlich in jeder Fläche der Form (3) p, ii, T 
constant sein^ wenn überall gleichzeitig Buhe herrschen sollte. 
Diese Gleichheit der Temperatur ist aber schon wegen der ein- 
seitigen Wirkung der Sonne gar nicht möglich. Wo wie in Auf- 
gabe 12 Gleichgewicht der Erdatmosphäre vorausgesetzt wird^ 
handelt es sich nur um begrenzte Gebiete. 

Die Constante c in (1) — (3) ist bestimmt, wenn die Intensität 
der Anziehung für irgend eine Entfernung r gegeben wird. Den 
Druck p für den Fall des Gleichgewichts könnte man aus (1) er- 
halten, wenn ft als Function von U und ausserdem für irgend einen 
Punkt p = jPo bekannt wäre. Dürfte z. B. zwischen den Orten von 
p und Pq die specifische Masse ft als constant gelten, so würde 
folgen 

i>=l>o + ft(Z7-üo)- 

Aufgabe 14. Bewegüngsgleichnngen endliclier KSrpertlieile. 

Nach § 12. 

Es sollen die Grundgleichungen der Bewegung endlicher Korper 
unter Zulassung von ünstetigkeiten der Spannungen in beliebigen 
Schnitten aus den für Körperelemente gültigen Beziehungen abge- 
leitet werden. 

Die Bewegung eines parallelopipedischen Körperelements dK 
= dxdydz in den Richtungen x, y, z eines beliebigen rechtwink- 
ligen Coordinatensystems ist bestimmt durch die Gleichungen 



(1) 



dx 


+ 


dy 


+ 


dX, 

dz 


dx 


+ 


dY^ 
dy 


+ 


dz 




+ 




+ 








Für ein Elementartetraeder, von welchem drei Oberflächenebenen den 
Coordinatenebenen parallel sind, während die vierte von der Nor- 
malenrichtung n ist, hat man bei endlichen Beschleunigungen und 
Massenkräften 

Xn = Xx cos(wrc) + Xy cos{ny) -f X, cos(w;8r) , 

(2) { Yn= Ya, coa(nx) + Yy cos (ny) -f Y» cos (nz)^ 

Zn = Za: cos (nx) + Zy cos {ny) -f Z» cos (w^). 
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Solange die Spannungen stetige Functionen des Ortes sind; bestehen 
nach § 12 oder Aufgabe 9 die Beziehungen 

Man denke sich nun 
die erste Gleichung (1) 
mit dK = dx dy dz mul- 
tiplicirt und suche die 
Integrale für den in Be- 
tracht gezogenen Körper 
zu bilden. Für einen jcy 
Körperstreifen vom Quer- 
schnitte dy dz, welcher 
parallel der a;-Axe vom 
Oberflächenelement dO^ ^'^^^^ 

bis zum Oberflächenelement d 0„ reicht; hat man nach Anleitung von § 8 




f^J^. 



J ^- 



dx 



(Xa:)n — {X^y—^ -^ dX. 



worin sich die Summe Z auf alle Sprungwerthe von Xx beim Vor- 
gehen von dOy nach dO» bezieht und (Xar)«, {X^v die Werthe von 
Xx für Flächenelemente der Normalenrichtung x unmittelbar bei den 
Oberflächenelementen dOv, dOn bedeuten. Da aber 

dy dz = dOn cos(nx) = — dOv coa(yx), 

so folgt für den angenommenen Streifen 






,v 



AX. 



dydz / -j^(^={X:)n(^oa{nx)dOn+{Xx)v<ioa(yx)dOn—dydz^-^dx 
und damit für den ganzen betrachteten Körper 



J ^- 



dK 



• ß. 



cos(nx)dO 



2jJ dx 



dK. 



Die Integrale sind auf alle Körperelemente; bezw. auf alle Ober- 
flächenelemente zu erstrecken. In analoger Weise wie hier; durch 
Betrachtung von Körperstreifen parallel der y-Axe und Z'Kxq flnden 
sich die Integrale des zweiten und dritten Gliedes der mit dK 
multiplicirten ersten Gleichung (1) 

t 

dy 



Xy cos {ny)dO 



j-^dK^jx, cos {m)dO —^ j - 



/^--/ 



"> dK, 



dz 



dK 
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Die Addition der drei letzten Ausdrücke ergibt mit Rücksicht auf 
(1) (2) die erste der folgenden Gleichungen , während die beiden 
andern auf gleichem Wege wie diese aus der zweiten und dritten 
Gleichung (1) entstehen: 



(4) 



1 Z^dO = / (~*J -z)iidK-\-U,. 

Die Integrale links sind auf alle Oberflächenelemente, diejenigen 
rechts auf alle Körperelemente zu erstrecken und den Einfluss der 
Unstetigkeiten stellen dar 



(5) 






AX^ AX^ AX 

"^1^ I p7i r 



dy 



* J -.iL -L. 

^ dy ^ 



dz 
AY 



-) äK, 






dy 



dz 

AZ 

~dz 






Multiplicirt man jetzt die zwei ersten Gleichungen (1) mit y 
und Xy so folgt durch Subtraction 



a) ifi^- 



dx •'^ ' dy I "» I Se 

= '*^(bt-^)-'*J'(S-^)- 

Ganz wie oben kann man auch hier für einen Korperstreifen vom 
Querschnitte dy dg parallel der x-Axe integriren 



/*d(xY^ — yXJ\ , ^ , -^-j/ Ar 



wobei sich alle Grössen in den beiden ersten Klammern rechts auf 
Flächenelemente unmittelbar bei den Oberflächenelementen dOny dOy 
beziehen und die Summe Z alle beim Vorgehen von dOv nach dO^ 
erreichten Sprung werthe von xYx — yX^ umfasst. Mit Rücksicht auf 
die oben angeschriebenen Ausdrücke für dydz wird 



) 



dx 



ßj^^^ aK=ß. Y.-y X.)cos (n.)dO-2f(.^ -y^)^^ 
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während durch analoge BehandUmg von Körperstreifen parallel der 
2/-Axe und ^-Axe folgen 

/aricr— yX^ /* VTT // AT AX \ 

±-i^^dK^J (xY,-yX,)coB(ny)dO-2J (x-^-y-^-fjdK 

ß^"""''"^'^ dK=J{x Y.-yX,) cosin0)dO-^J^{x^-y^)dK 

Da nach (3) für jeden zwischen unmittelbar aufeinander folgenden 
Unstetigkeitsschnitten gelegenen Körpertheil 

(6) f{Y,-Xy)dK=0 

ist, so verschwindet dieses Integral auch für den ganzen Körper 
und wir erhalten durch Addition der drei darüber stehenden Glei- 
chungen von der mit dK multiplicirten Gleichung a) ausgehend 
mit Rücksicht auf (2) die erste der folgenden Gleichungen. Die zweite 
und dritte derselben ergeben sich auf gleichem Wege wie jene, 
nachdem man zunächst die mit x multiplicirte dritte Gleichung (1) 
von der mit ^ multiplicirten ersten und die mit ^ multiplicirte zweite 
von der mit y multiplicirten dritten subtrahirt hat: 



0) 



(8) 



J{xY„ - yX„)dO=J* [x{^ - T)-y(^-x)](tdK+U.y, 
j{sXn-xZn)dO==j [^(Jl - X) - x(^ - Z)] (idK+ü, ,, 

J^(yZ,-zY.)dO^J^^y(^-Z)-,(^-tiydK+ U„. 

Auch hier sind die Integrale links auf alle Oberflächenelemente, 
diejenigen rechts auf alle Körperelemente auszudehnen und von den 
Unstetigkeiten der Spannungen rühren her 

Wir haben nun die Werthe der Ausdrücke (5) und (3) zu be- 
stimmen. Es seien w, v die den ünstetigkeitsschnitt treffenden 
Normalenrichtungen derjenigen beiden Flächenelemente do», dovj 
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welche einen bestimmten Elemente dieses Schnitts anliegen. Wir 
haben dann 



j^ dx = (X^)v — {X^)n, 



a> 




Fig. 7. 



worin (Xa.)y, (Xa)n sich auf diejenigen Seiten des Unstetigkeits- 
schnitts beziehen^ von welchen v^ n ausgehen. Da nun 

dy dz ^=^dOn cos {nx) =» — dov cos {vx)y 



so wird 



AX 



g— ^ dK= {Xg^n cos(nx)dOn + (Xx)v cos (vx)dOy. 

Auf sämmtliche einem Unstetigkeitsschnitte anliegenden Flächen- 
elemente ausgedehnt hat man 



3x 



■/■ 



dK^=^ I Xx cos (nx)do 



und für die Umhüllungsflächen aller im Körper vorkommenden Un- 
stetigkeitsschnitte 



Geht man von 
AX 



-^ / dx 



dK 



■2ß 



Xx coQ(nx)do. 



3/ dy = (Z,), - (Z,)., 
aus in ganz analoger Weise wie oben vor, so ergeben sich 



-TT^"- (X), 



(X), 




X^ cos(ny)do, 



cos{nz)do. 
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Wir erhalten damit aus der ersten Gleichung (5) die erste der 
folgenden Beziehungen, während die übrigen bei gleichartigem Ent- 
wicklungsgange aus den zwei letzten Gleichungen (5) und (3) 
resultiren : 



(9) 



U. 



= -2ß. 



do, 



ü„ 



- -2ß 



do, 



U. ^ j Zndo. 



(10) 






yXn)do, 



xZn) do, 



Die Integrale in (9) (10) sind auf die Elemente do der ümhüUungs- 
flächen sämmtlicher ünstetigkeitsschnitte auszudehnen. Hierbei ent- 
spricht aber jedem Elemente do auf der einen Seite eines Schnitt- 
elements ein genau gleich grosses auf der andern Seite, und weil 
diese Elemente durch gleich grosse und entgegengesetzt gerichtete 
Spannungen afficirt werden (§ 10), so hat man in (4) und (7) 

(11) U^=^Uy=U,= U^y = Vy, = ü.. = 0. 

Die gestellte Aufgabe ist damit gelöst. 



Aufgabe 15. Ansdr&cke für die Spanniingen in Polarcoordinaten. 

Nach § 14. 

Für eine vom Punkte m ausgehende, beliebige Richtung g sei 
bei rechtwinkligem Coordinatensystem der Winkel der ^f^e^-Ebene 
mit der Richtung x durch Q und der spitze Winkel von g mit der 
a?y-Ebene durch bezeichnet. Jede Richtung g wird dann ein- 
mal erreicht, wenn Q von bis 360^ und von + 90^ bis — 90® 
variirt. Q werde als positiv angesehen, wenn für einen aus 
der positiven Richtung der jgr-Axe nach der rcy-Ebene gewendeten 
Beobachter der den Winkel beschreibende Schenkel sich wie der 
Zeiger der Uhr rechts herum dreht und möge als positiv oder 
negativ gelten, je nachdem sein ausserhalb der a;^-Ebene bleibender 
Schenkel auf Seite der positiven oder negativen ;2f-Axe liegt. Die 
Spannungen für alle dem Punkte m anliegenden Flächenelemente 
durch Q, und die Hauptspannungen A, B, G auszudrücken. 
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Wir nehmen vorübergehend den Ursprung der Coordinaten in 
m und in beliebiger Richtung g einen um e entfernten Punkt n 
an, womit 

(1) rc = c cos (gx) , y = c cos (gy) , = e cos (g^). 




Fig. 8. 

Ist ferner mtig die durch eine Parallele zur ;ef-Axe erzielte Projection 
von e auf die ^j^-Ebene, dann hat man 

x^mnzCosQ, y = mw, sinQ, mn, = ccosG oder 

(2) a; = c COS0 cosQ; j/ = ecos0sinQ, ;ef = csin0. 

Aus (1) und (2) folgen die allgemeinen Beziehungen 

(3) cos (gx) = cos cos Q, cos (gy) = cos sin Q, cos (gg) = sin 0. 

Es mögen nun die rechtwinkligen Coordinatenaxen parallel den 
Hauptspannungen gedacht und für die Normalenrichtung g^=n eines 
beliebigen Flächenelements Q «= o, Q = d' gesetzt werden. Dann 
liefert § 14 mit (3) die Componenten der Totalspannung iZ» in den 
Richtungen x, y^ z 

IXn'^ Ä COSCD COS^, 
Yn = B sin© cos-ö", 
Zn = C sin-»- , 

und die entsprechenden Componenten der resultirenden Schub- 
spannung Tn 

iTn COS (tx) = (-4. — ^«) cos CD COS -ö- , 
Tn COS (ty) = (B — Nn) sin© cos-ö", 
Tn cos (tz) = (C — -ZV«) sin^. 
Nach (4) hat man für die Totalspannung 

(6) Bn^ = Ä^ COS^G, COS^^ + JB2 gißS^, ^^^2^ ^ (12 gJ^S^. 



— 31 -~ 

Die Componente von Rn in beliebiger Richtung 5 (Q, 0) drückt 
sich § 14, (11) entsprechend aus 

(7) Sn=^ A cos© cos-ö- cos Q cosG + S sincö cos-ö* sinQ cos 

+ Csin-Ö* sin0 
und diese Gleichung liefert mit Q = o, = O* die Normalspannung 

(8) Nn==^ Ä cos^o cos^-ö* + B sin^G) cos^-ö* + C sin^'ö-. 

Die Totalspannung ü„ können wir uns auch zerlegt denken in 
die Normalspannung Nn und zwei die Schubspannung Tn ersetzende, 
zu einander rechtwinklige Componenten in der Ebene des afficirten 
Flächenelements. Die eine dieser Schub-Componenten öo,, möge der 
Ebene von o oder AB parallel sein, sodass die andre, ö^, in der 
Ebene von d* wirkt und ihre Richtungslinie die positive oder nega- 
tive Richtung der ;8f-Axe (unter dem Winkel d) schneidet, je nach- 
dem & positiv oder negativ ist. Wir bezeichnen die Gat, G^ als 
positiv, wenn sie im Sinne der wachsenden o, d^ wirken und haben 
dann in (7) 

für G^ Q = 90«-fo, = 

für G<^ Q = o, = 90« + ^. 

Damit ergeben sich 

(9) G(o = (B — A) sincö coscd cos-Ö*, 

(10) G» = {G — A cos*© — B sin*©) sin-Ö- cos-Ö*, 

(11) Bn^ = Nn^+Tn% Tn' = GJ + G<,K 

Die Gleichung (10) lässt sich mit Rücksicht auf (8) schreiben 

(12) G^^{G-Nn)tgd' 

und (10) (8) (6) nehmen wegen sin* = 1 — cos* auch die Formen an 

(13) G» = [C—B + {B'-A) cos*©] sin-ö- cos-Ö-, 

(14) Nn = [B — G+(A^B) cos*©] cos*-^ -f C, 

(15) iZ^* = [JB* — C* + (-4* - 5*) cos*©] cos*-^ + C*. 

Aufgabe 16. Fall gleicher Hanptspannnngen. Nach § 16. 

Die Verhältnisse des Spannuugsellipsoides und der Stellungs- 
fläche für den Fall anzugeben, dass zwei Hauptspannungen numerisch 
gleich sind. 

Werden zunächst beliebige rechtwinklige Coordinatenaxen an- 
genommen, so folgen die Werthe und Richtungen der Haupt- 
spannungen A, By G aus § 14. Es seien Sl, 85, ® die Absolut- 
werthe von -4, B, C. Wir denken uns die Axen der Xj y^ z in. die 
Richtungen von A, B, C gelegt und haben nach §§ 15, 16 die 
Gleichimg des Spannungsellipsoides 
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X,« r.« j,« _ 

die Gleichuiig der StelluDgsflache bei gleichen Vorzeichen von Äj By C 

(2) T+»- + T = ^ 

und die Gleichungen ihrer beiden Theilfläehen, wenn B entgegen- 
gesetzten Vorzeichens wie Aj C ist, 



(3) 



^' _ yl + /'- == JS7 



.t ..s ^t 



^1 _ yi I iL M 



(4) 1^- = ^- 



Für die Normalspannung und Totalspannung auf ein Flächenelement 
der beliebigen Normalenrichtung n gelten: 

^, = J. cos* (na:) + B cos*(ny) + CcoB*(ng)y 

cos*(nx) + SB* cos*(ny) + &co6^(nz). 

Nehmen wir nun die Hauptspannungen Ä, B numerisch gleich 
an, so ist das Spannungsellipsoid ein Rotationsellipsoid 

(5) -{-^ + -^ = 1, Halbaxen «, a, (£. 

Die Stellungfläche wird ebenfalls eine Rotationsfläche, deren Rota- 
tionsaxe wie die des Spannungsellipsoides in die Richtungslinie der 
dritten Hauptspannung C fällt. Speciell bildet die Stellungsfläche 

a) ein Rotationsellipsoid 

(6) ^!^+i^ + J = JS7, Halbaxen a = 6=Jri/r, c^^K}^, 

wenn alle drei Hauptspannungen gleiche Vorzeichen haben; 

b) ein einfaches und ein doppeltes Rotationshyperboloid 

f~?' + ¥ = -^' Halbaxen a^K/W, b=Ky^^, c=Jr}/6, 

wenn die numerisch gleichen Spannungen A, B verschiedene Vor- 
zeichen haben und A, C die beiden Hauptspannungen einerlei Vor- 
zeichens bezeichnen; 

c) ein einfaches und ein doppeltes Rotationshyperboloid 

f— J— — -f — ^S Halbaxen a — ft^iTV'ä", c = iEy=©, 

wenn C entgegengesetzten Vorzeichens wie die numerisch gleichen 
Hauptspannungen isi Im Falle c) fällt die reelle Axe des doppel- 
ten Hyperboloides mit der Rotationsaxe zusammen, im Falle b) nicht 
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Für alle Flächenelemente, deren Normalenrichtungen in der 
Ebene der gleichen Hauptspannungen A, B liegen, hat man 

(nz) = 0, (nx) ^= 90® + (wy), coB^(nx) + cos^ (ny) = 1 

und damit aus (4) 

(9) JBn = Sl, Nn = Ä[cos\nx) ± cos\ny)] . 

Im letzten Ausdruck gilt das obere oder untere Vorzeichen, jenach- 
dem A und JB von gleichem oder verschiedenem Vorzeichen sind. 
Es folgen also bei gleichen Vorzeichen von A, B 

(10) i2» = a, N. = A, 

sodass alle Totalspannungen normal den af&icirten Flächenelementen 
wirken; bei verschiedenen Vorzeichen von A, B dagegen werden 

(11) i2» = 81, Nn=^A co82(wrr), 

wonach z. B. für {nx) = 0, 45®, 90® resultirt JV„ = A, 0, B. Im 
ersten Falle kann man natürlich zwei beliebige zu einander recht- 
winklige Spannungen Nn in der Aequatorebene des Spannungsellip- 
soids als Hauptspannungen A^ B wählen. 

Sind alle drei Hauptspannungen gleich gross und von gleichem 
Vorzeichen, so werden Spannungsellipsoid und Stellungsfläche zu 
concentrischen Kugeln 

x,^ + r„^ + z.^ = 31^ 
«* + »" + «* = 515:*, 

welche zaaamiiieiifalleii, wenn man für die Stellungsfläche K^ =% 
wählt. 



(12) { 



Aufgabe 17. Verschwinden einer Hanptspannnng. Nach § 16. 

Es ist anzugeben, wie zusammengehörige Spannungsrichtungen r 
und Normalenrichtungen n mit Hülfe der Stellungsfläche ermittelt 
werden können, wenn eine Hauptspannung G gleich Null ist. 

Die Axen der x, y^ mögen in den Richtungen der Haupt- 
spannungen A, By C liegen. Wie in Aufgabe 15 bezeichne © den 
Winkel der durch die Richtungen w, bestimmten Ebene mit der 
Richtung x und &• den spitzen Winkel von n mit der -4.JB-Ebene; 
dann haben wir nach A. 15, (4) neben Zn = 

Xn'^ A cos© COSO", Tn = B SUKO COS-Ö", 

(1) ^ = |tg«- 

n 

Die Richtung r der Totalspannung Rn ist also nur von co, nicht 
von d' abhängig, und drehen wir das zur J.JB- Ebene senkrechte 

Weybavoh Aufgftben aur Theorie elast. Körper. 3 
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Flächenelement der Spannungsrichtung r um seine Spur in dieser 
Ebene, so gilt für alle zwischen -O" «« + 90^ ^^d ö" = — 90® erreich- 
ten Flächenelemente mit dem gleichen Winkel o auch die gleiche 
Richtung r. 

Die Gleichung eines zur ^£- Ebene senkrechten, durch Xn, Tn, 
Zn'=^ afficirten Flächenelements ist nach § 16, (1) 

(2) 4"* + iy = l 

und diese Ebene ist parallel der in der Richtung r einer Cylinderfläche 

(3) x+B-±^' 

tangentialen Ebene. Da aber Rn in der ÄB-'Ehene wirkt, so können 
wir auch sagen: Eine bestimmte Spannungsrichtung r entspricht 
u. A. einem Flächenelement senkrecht zur -4 5 -Ebene, dessen Spur 
parallel zu der in der Richtung r berührenden Tangente an die 
Curve zweiter Ordnung (3) ist. 

Um nun alle Flächenelemente zu erhalten, welche von Total- 
spannungen der Richtung r afQcirt werden, legt man durch den 
Schnittpunkt von r mit der Curve (3) eine Tangente an letztere 
und zu dieser eine Parallele durch den Punkt m. Alle Flächenele- 
mente, welche den unendlich vielen durch die Parallele gehenden 
Schnittelementen beiderseits anliegen, haben als Richtungslinie ihrer 
Totalspannungen B„ die Richtungslinie von r. Die Spannungsrich- 
tung r jedoch entspricht nur den von r getroffenen oder nicht ge- 
troffenen Flächenelementen, je nachdem die Normalspannung Nn 
ziehend oder drückend wirkt. — Will man zu einem Flächenelement 
die Richtung r der afficirenden Spannung Rn haben, so legt man 
parallel der Spur des Flächenelements, auf gleicher oder entgegenge- 
setzter Seite von m je nachdem N^ Zug oder Druck bedeutet, eine 
Tangente an die Curve (3) und zieht von m aus nach dem Tangenz- 
punkte die Richtung r, 

Aufgabe 18. Eine Darstellung des Spannnngsznstandes. Nach § 16. 

Die resultirenden Spannungen JB« aller einem Punkte m an- 
liegenden Flächenelemente f„ seien parallel mit sich selbst von den- 
jenigen Punkten Je aus angetragen, in welchen die Normalen n dieser 
Flächenelemente eine mit beliebigem Radius R um m als Mittel- 
punkt gelegte Kugelfläche treffen. Man soll die von den Endpunkten 
e der jR« gebildete Fläche bestimmen. 

In Hinsicht eines beliebigen durch m gelegten rechtwinkligen 
Coordinatensystems hat der Punkt Je die Coordinaten 
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(1) Xk = Rcos(nx), r* «=» 22 cos (»y), Zk = Rcos(n0). 

Soll nun Bn ^^ke parallel mit sich selbst von k aus angetragen 
werden, so kann dies immer noch so geschehen, dass der den Sinn 
von Bn andeutende Pfeil von h nach e oder aber von e nach Je 
weist. Im Folgenden sollen für den ersten Fall die oberen, für den 
zweiten die unteren Vorzeichen gelten; dann sind die Coordinaten 

von e 

X =^ B co8(nx) + Xny 

(2) Y=Bco8(ny)±Yn, 

Z '=> B cos(nisi) + -Z'„. 

Denken wir uns jetzt die Axen der X, Y^ Z in die Richtungen der 
Hauptspannungen Ä, B, C gelegt, so hat man 

(3) Xn = Ä coB{nx\ Yn'=^ B cos(ny), Zn = C co8(n0) 

und es folgen 

iX= (B + Ä) cos (wrc), 
Y={B±B)co8(nyi 
Z = (B±C)co8{n0). 
Durch Substitution der hierdurch bestimmten Cosinuswerthe in 

cos*(na:) + cos*(wy) + cos*(w;8f) = 1 
ergibt sich 

® {^r+ {^)'+ tfc)'- ■• 

^i^H« ^^H^ m^Kmm 

Wir können aussprechen: Legt man um einen Körperpunkt m eine 
Eugel von beliebigem Radius B und trägt bei jedem Oberflächen- 
punkte Je derselben die Spannung desjenigen m anliegenden Flächen- 
elements an, für welches mJc die Normalenrichtung ist, so liegen 
die Endpunkte e der Bn auf einem Ellipsoide vom Mittelpunkte m, 
dessen Halbaxen gleich den Absolutwerthen von 2J + -4, B + B^ 
22 + ^ sind und in die Richtungsliijien der Hauptspannungen A, 
B, G fallen. 

Die Darstellung lässt sich mit Rücksicht auf die freigelassene 
Wahl des Kugelradius B und der Antragsseite von 22« bedeutend 
vereinfachen. Wählen wir die Bezeichnungen so, dass algebraisch 
genommen A<B<C, 

so sind hinsichtlich der Vorzeichen der -4, JB, (7 folgende Fälle möglich: 





A 


B 


C 


I 


+ 


+ 


+ 


II 







+ 


m 




+ 


+ 


IV 


_— 
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Es genügt, die beiden ersten Falle ins Auge zu fassen, da die andern 
daraus hervorgehen, wenn man Druck als positiv betrachtet und 
gleichzeitig die positiven Richtungen der Goordinatenazen ändert. 
Wählen wir R = C und tragen die Spannungen JB, so auf, dass 




Hg. 9. 

die Pfeile von e nach h weisen, so gehen (4) (5) über in die Glei- 
chungen 

X^iC — Ä) eoa(nx) -= X* — Z,, 

r = (C - B) cos(ny) = T» - T«, 

Z = (0—0) coa(ne) =:Zi — Z, = 0, 



(6) 



(7) 



Der Ort des Punktes e ist aus einer Ellipsoidoberfläche zur Um- 
hüllungsfläche des nach Aussen durch die Ellipse 



(8) 



(c#7)'+(ö^)*-l 



begrenzten Theils der -4 J?- Ebene geworden. Für alle Flächenele- 
mente von gleichen Winkeln (njs) und die die mit ihnen zusammen- 
hängenden Flächenelemente entgegengesetzter Normalenrichtung lie- 
gen die Punkte e auf zwei sich deckenden Ellipsen der Gleichung (7). 
Da die Halbaxen G — A und C — B von (8) im Falle I beide kleiner 
und im Falle II beide grösser als der Kugelradius C sind^ so liegt 
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die Ellipse im Falle I ganz innerhalb und im Falle II ganz ausser- 
halb der Kugel. Aus (6) und (1) folgen 

(10) 

Zur klareren üebersicht dient folgende aus (9) hervorgehende Aus- 
führung der Darstellung. Man theile das der Kugel in der XY- 
Ebene umschriebene Quadrat, nachdem es mit dem Mittelpunkte in 
der Z-Axe parallel der XF- Ebene verschoben ist (Fig. 9), in ein 
Netz von gleichen Quadraten und das der Ellipse (8) umschriebene 
Rechteck in ein Netz von congruenten Rechtecken der gleichen 
Maschenzahl. Wird dann von irgend einem Punkte h der Kugel 
ein Perpendikel Tcq auf die Quadratfläche gefällt imd ist e der q 
entsprechende Punkt im Rechteck, so stellt he die Spannung iZ« für 
das Plächenelement der Normalenrichtung mh dar. Der Symmetrie 
halber genügt es natürlich, die Darstellung für einen Kugeloctanten 
vorzunehmen. * 

Obige Darstellung des Spannungszustandes wurde von Mohr 
gegeben im Civilingenieur 1882. Ueber andere Darstellungen siehe 
Mohr, Zeitschr. d. Hannöv. Arch.- u. Ingenieur -Vereins 1871, und 
Civilingenieur 1882; Weyrauch, Theorie des Erddrucks auf Grund 
der neueren Anschauungen, Wien, 1881; Finger, Sitzungsber. d. 
Wiener Akademie 1882. 

Aufgabe 19. Maximälneigimg der Spannung zum Fläehenelement. 

Nach § 18. 

Für Flächenelemente senkrecht zur Ebene zvreier Haupt- 
spannungen A, B die Beziehungen zvrischen den Spannungen und 
dem numerischen Maximum des Richtungswinkels S der Total- 
spannung abzuleiten. 

Legen wir die ;8f-Axe in die Richtung der Hauptspannung C, 
so kann die ganze Untersuchung in der Ebene geführt werden, wir 
haben den in § 18 betrachteten Specialfall IL 

Es mögen die Axen der x, y zunächst parallel den Haupt- 
spannungen A, B liegen, dann hat man für jedes Flächenelement 
senkrecht zur ^IjB-Ebene, welches einen Winkel ß mit der Richtung 

X einschliesst, 

( ,^ A+B A-B ^^ 

(^) 1 A-B 

^S=±T=^^^sin2i8; 



(2) tg(J = 
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8 Bin2|} 



N A + B 



A—B 
Der Winkel d erreicht Maxima und Minima für 

Da nun nach (1) 

dN~{A — B) sin 2/3, d8^{A — B) cos 2/J, 

so folgt für Maxima und Minima von 8, welchen der Index 1 ent- 
sprechen mag, 

(3) tg (Ji = |. -« cot 2ft , 2ß^ = + (90 - *,). 

Mit /Ji == und 90® erhalten wir numerische Minima des Win- 
kels d, fttr /Jj «= 45® — Y und — 45® + y also die existirenden Maxima. 

Die zu letzteren gehörigen zwei Schnittelemente schliessen gleiche 
Winkel mit den Hauptspannungen A sowie dann natürlich auch mit 
den Hauptspannungen B ein. 

Nach (2) (3) hat man für die Flächenelemente, welche Maximal- 
werthen von 8 entsprechen, 

. ^ ^ flin 2 fl, 

cot 2ß, ^ a + B — ' 

woraus 

(4) cos 2/Ji = + sin 8^ = j^^^tb * 

Aus (1) folgt damit 

(5) JVi= ^"^^ 



A + B 
und weil wegen sin* = 1 — cos* nach (4) 

(6) - , sin»2A = cosM, = ^^^, 

SO liefern (1) (5) für die 8^ entsprechende Schubspannung und Total- 
spannung die Absolutwerthe 

(7) T, = ^-^YAB, B,^N,'+T,*^YäB, 

während das Vorzeichen von S^i = + ^i ^^i bekanntem ß^ aus (1) 
folgt, dj und damit nach (3) auch ß^ hängt von den wirkenden 
Kräften und den Eigenschaften des in Frage kommenden Körpers 
ab. Aus (2) entsteht mit Rücksicht auf (4) 

,^. , ^ _ siii2ft cos 2ft 

oder wegen tg dj = sin dj : cos 8^ nach Wegschaffen des Nenners 
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(9) sin dl = cos 2/3i sin (ßß^ + d{). 
Bei Beachtung von (4) (6) erhält man noch 

"8 Pi \i +cos2ft/ ~ A* 
und hieraas 

(10) B,' - Ä' tg*^;, B = ^ tg'ß,. 

Denken wir uns jetzt parallel der ^B-Ebene beliebig gerichtete 
Coordinatenaxen x, y angenommen, so gelten nach § 18, (7) oder 
§ 14 die Beziehungen 

A + B^X^+Yy, Ä — B = ± YiX^ — Yyf + 4Xy« 

und damit entsteht aus (4) die in der folgenden Aufgabe wichtige 
Beziehung 

(11) (Z« + Y,) sin d, + K(^« - T,r + 4X,/ = 0. 

Die abgeleiteten Gleichungen gelten natürlich nur, wenn in 
mathematischem Sinne Maxima des Zahlenwerthes von d existiren. 
Es existiren aber solche nicht, wenn die Hauptspannungen Äy B 
verschiedenen Vorzeichens sind, in welchem Falle (7) auf imaginäre 
Ty B führt und (4) den Cosinus des Winkels 2ß^ grösser als 1 
verlangt. Wir konnten das schon aus § 16 wissen und entnehmen 
dort ferner, dass bei verschiedenen Vorzeichen von A, B zwar keine 
mathematischen Maxima, aber die grössten Zahlenwerthe von ä als 
dj = + 90^ eintreten. Für die zugehörigen Flächenelemente folgen 
mit JVi = aus (1) 

(12) cos2^i=4y' ^^^2^1= (X^'^»=^ = l/^^^35. 

Da der Quotient 

^1^) "W~ ~'~'N' 2W—\-Ä^^w'^^^'^P^) 

mit jSjL nach (12) wegen N=0 unendlich wird, so überschlägt hier 
die Tangente an die zu den ß als Abscissen aufgetragen gedachte 
Curve der S einen endlichen Baum, es tritt für /S = /Sj eine Curven- 
ecke ein. 

Aufgabe 20. Drück coMsionsloser Erde auf Stfitzwände. Nach §18. 

Es soll der Druck einer ruhenden, homogenen Halbflüssigkeit 
mit ebener Oberfläche und sonst nach allen Seiten unendlicher 
Ausdehnung auf solche im Innern gelegene ebene Flächen abgeleitet 
werden, deren Normalenrichtungen senkrecht den horizontalen Er- 
zeugungslinien der Oberfläche sind. Die Halbflüssigkeit (Sand) ist 
dadurch charakterisirt, dass ihre Theilchen ohne Gohäsion zusammen- 
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liegen^ Zug widerstände also nicht auftreten und Schubkräften nur 
die Reibung entgegenwirkt. Der Maximalwiderstand der Beibung 
ist proportional dem Normaldrucke anzunehmen. 

Da Zugspannungen ausgeschlossen sind; so wollen wir Druck- 
spannungen als positiv einführen, d. h. in den allgemeinen Gleichungen 
— Nny — Xxy — Ty, — Zs an Stelle von Nn, ^, Fy, Zz setzen. 
Die Begrenzung der Halbflüssigkeit möge zunächst ganz beliebig 
sein. Der Reibungs widerstand für ein beliebiges Flächenelement 
kann pro Quadrateinheit höchstens den Werth fNn erreichen, unter 

(1) /-«tgv 

einen constanten Coefficienten verstanden , welcher Beümngscoeffi- 
dent genannt wird, während der spitze Winkel (p Beibungs- 
tvinJcd heisst. Beide Grössen sind Absolutwerthe ohne Vorzeichen. 
Soll nun bei einem Punkte m(x, y, 0) Gleichgewicht herrschen, so 
muss für alle m anliegenden Flächenelemente sein 

(2) T.^fNn, -w-^f=^9, 

n 

oder, wenn (dj den Absolutwerth des numerisch grössten Winkels 
ä zwischen Richtungslinie der Totalspannung uud Normalenrichtung 
des Flächenelements bedeutet, 

(3) (d.) ^ g,. 

Falls für irgend ein Flächenelement bei m gerade (d^) = 9 wird, hat 
man es mit einem Greniszustande des Gleichgewickts zu thun. 

Nehmen wir jetzt als Begrenzung der Halbflüssigkeit eine be- 
liebig geformte Cylinderfläche von unendlich langen, horizontalen 
Erzeugungslinien an. Für jede Ebene senkrecht zu den letzteren 
ist die Anordnung der Halbflüssigkeit auf beiden Seiten genau die 
gleiche, die Flächenelemente, welche einer solchen Symmetrieebene 
anliegen, werden nur von Normalspannungen afficirt, und legen wir 
die jgf-Axe den Erzeugungslinien parallel, so gelten die Gleichungen 
des § 18. Hier interessiren nur Spannungen auf Flächenelemente 
senkrecht zur a;y-Ebene, weshalb wir von den Beziehungen des in 
§ 18 betrachteten Specialfalls II ausgehen können. Dabei ist zu be- 
achten, dass wegen tgd = S : -W mit der Aenderung des Vorzeichens 
von N auch der positive Drehungssinn des Winkels 8 wechselt, 
welcher jetzt der Bewegung des Uhrzeigers entgegengesetzt ist 
Nach A. 19, (11) hat man, wenn d^ den numerisch grössten Winkel S 
für die in Frage kommenden Flächenelemente bezeichnet, bei jedem 
Punkte m 



(X, + Yy) sin*, + |/(Z, — Yyf + 4Z/ = 0. 
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Wenn Gleichgewicht bestehen soll, so muss d^ zwischen — (p und 
+ <p bleiben, d. h. es ist. Gleichgewicht möglich für 



y(X, - YyY + 4X/ == (X:, + Yy) sing) bis — (X^ + Yy)sing>. 
Es existiren also zwei Grenzzustände des Gleichgewichts, für welche 

YiX, - T,y + 4Z,* = ±{X.+ Y,) sin 9, 
oder (X, - r,)« + 4Xy« = (X, + Y,)' sin« 9 , 

oder auch mit Rücksicht auf 1 + sin* = 2 — cos* ist 

(4) X, = -J,- [ r, + i/r/ sinv - x/ cosv] - 1;. 

Für alle Werthe von X^?, welche zwischen den nach (4) den Grenz- 
zuständen entsprechenden liegen, besteht Gleichgewicht Die bis 
jetzt erhaltenen Resultate gelten auch, wenn die angenommene Be- 
grenzung der Halbflüssigkeit zum 
Theil aus festen Wänden besteht. 
Seitlich unbegrenzte Erdmasse. 
Gehen wir jetzt zu dem speciellen 
Falle der Aufgabe über. Die x-Axe 
werde in die ebene Oberfläche, also 
die y-Axe senkrecht der letzteren 
mit der positiven Richtung nach 
unten gelegt. € bezeichne den 
spitzen Winkel der Horizontalen 
mit der Richtung x und v den 
spitzen Winkel der Verticalen mit 
solchen Flächenelementen, welche 
gegen x den Winkel a bilden. 
Nach § 18, (1) hat man fürs Gleichgewicht wegen Yx = Xy 




Fig. 10. 



dx 
dX,. 



dX^ 



+ 



dy 



= -ftr. 



dx ' dy 

Da von Massenkräften nur die Schwere wirkt, so sind die specifischen 
Massenkräfte 

(5) X= — g sinSf Y=^ g cose^ 

und weil der unendlichen Ausdehnung der Halbflüssigkeit wegen 
die Xx, Yy, Xy unabhängig von x sind, so folgen aus den ange- 
schriebenen Differenzialgleichnungen, abgesehen vom Drucke der 
Atmosphäre, 

(6) Xy = yy sin 6, Yy = yy cos £, 
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wobei wir das specifische Gewicht der Halbflüssigkeit durch y be- 
zeichneten und in Uebereinstimmung mit dem weiter oben Gesagten 
das Vorzeichen von Yy wechselten. Für a «= und 180^ hat man 
nach § 18, (21) (22) mit (6) 

(7) 



R 



8 



]/Z,«+r/-»y, tg* = ^ 



— tge. 



y 



Die resultirende Kraft auf jedes der Oberfläche parallele Flächen- 
element ist vertical und gleich dem Gewichte der senkrecht darüber 
liegenden HälbflüssigJceit ' 

Mit den gefundenen Werthen von Xy, Yy folgt aus (4) 

Xx ™ — /- [cos« + yco8*ff — cos*9 J — yy coss 

und setzen wir 

(8) X, = (29 — cos« cos<p) £1^ 

so ist Gleichgewicht möglich für alle Werthe von q zwischen den 
folgenden beiden: 

(9) 



cose — "^cos*« — co8*<p 



CO89 



(10) 



cos € 4" V^COS* S — C08* q> 

^^ COS 9 



Hierin kann auch cos^ e 

— cos^ 9)=5sin(y + ^)sui {<P — «) 
gesetzt werden. Wenn Xx 
unter den mit (9) entstehen- 
den Werth sänke^ würde das 
Gleichgewicht aufhören und 
ebenso wenn X^ über den 
mit (10) folgenden Werth 
hinauswüchse. Man pflegt da- 
her die Q = Qu und q = q^ 

entsprechenden Gleichge- 
wichtszustände bezw. den 
unteren und oberen Grenz- 
zustand des Gleichgewichts 
zu nennen. Führen wir Xx nach (8) in die weiteren Formeln 
ein, so ergeben sich die Spannungen beliebiger Flächenelemente für 
alle möglichen Gleichgewichtszustände und um speciell den unteren 
oder oberen Grenzzustand zu erhalten, hat man nur q nach (9) 
oder (10) anzunehmen. 

Nach § 18, (18) (19) haben wir für ein beliebiges Flächen- 




Fig. 11. 
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element senkrecht zur xy-^hene bei Beachtung der oben einge- 
führten Zeichenwechsel von Ny Xx, Ty 

N ^^^-^ ^-^-^ cob2 a + Xy sin2a, 

8 = ±T = ^-l^sin2a-XyCos2a, 

oder wegen a = 90* — ^^ + ^; sin 2 a ==» sin 2 (v — a), cos 2a =*= 
— cos 2(v — «) 

JV= ^^i + ^^^^^ cos2(i; - a) + Zy sin2(i; — f), 

8= ~ ~S~~^ ^^°^(^ "" *) + -^^ ^^®^(^ "" ^)- 

Durch Substitution der aus (6) (8) folgenden Werthe 

(11) X.+ r, = ^y, X.-Y,^(-^-cose)2yy 

und des Ausdrucks (6) für Xy folgen 

^ = p -|- p cos2(i/ — fi) — cosg) cos(2i/ — a), 

— = — Q sm2(v — ^) + cosg) sin(2v — s). 

Für die lothrechte und wagrechte Componente der Totalspannung jR 
auf unser Flächenelement hat man nach Fig. 11 

Z = JV sinv + 8 C0S1/, 
1^= TS C0S1/ — 8 sin v, 

oder mit Rücksicht auf (12) und bekannte goniometrische Formeln 

— ==» 2ff sine co8(i/ — «) + cosy sm(i/ — c), 

(13) { tJ^ 

= 2^ C0S6 cos(i/ — 6} — cosg) cos(i/ — «). 

•f • 

Der Winkel 8 und der Winkel der Horizontalen mit der Bichtungs- 
linie von 22 sind bestimmt durch 

(14) tg* = 4, tg(t' + <J) = ^, 

und da diese Quotienten nach (12) (13) nur von i/, «, 9 (nicht von y) 
abhängen, so können wir aussprechen: FiJi/r alle Elemente einer senh- 
reclit sur xy-Ebene durch die Halbflüssigiceit gedauihten ebenen Fläche 
sind die affidrenden Kräfte von einerlei Biditung. 

Für ein Flächenelement senkrecht zur ajy-Ebene, welches von y 
bis y + rfy reicht und in der Richtung der ^-Axe die Länge 1 hat, 
ist der Totaldruck 

dB = B -.— = — : — ydy. 
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Hierin haben wii 



(15) 
(16) 



sina = C08(i/ — f), 

hsina hcoB(v — e) 

^ "" COB» COB» ' 



E = 



w 



QO%{v — b) {2qC0S€ 



COB(i'+^) C08(v + 

Da also 



s) /2qcob€ ^\ 

d) \ coßg> / 




cos 
B 



yy- 



von y unabhängig ist^ 







SO folgt durch Integration der 
Druck auf eine ebene Fläche der 
Länge 1, welche von y^ bis y 
oder von der verticalen Tiefe Äq 
bis h unter ihren Schnitt o mit 
der Oberfläche reicht, 

B 

2/ sin a 



(17) B 



y' - y.* 



Fig. 18. 



- oder nach Substitution der dar- 
über stehenden Ausdrücke 



(18) 



■p. 2p cos e — cos q> cos* {v — s) h* — Ä^" 

cos (v 4" ^) cos (p cos* V 2 ' * 



Der in dieser Gleichung vorkommende Winkel der Horizontalen mit 
der Bichtungslinie von D ist nach (13) (14) bestimmt durch die 
Gleichung 

(19) tg (1/ + *) = ^g«i°^ + cosytg(i.^£)^ 

^ ^ o \ i / 2ß cos 8 — cos q> 

Bezeichnet a die Ordinate des Angriffspunktes von D, so hat man 

für das Moment von D in Hinsicht des Schnittpunktes o 

y 

^ a cos ^ / , ^ j^ cos d jß cos d y* — ^o* 

sin a / sin a y sin* a 3 ' 



Vo 



woraus 



D 3^/ sin a' 

und wegen (17), wenn v die verticale Tiefe des Angriffspunktes 
unter o bedeutet, 

^ ^ 3 y*— ye 

Reicht die Druckfläche von der Oberfläche bis zur verticalen Tiefe 
Ä unter o, so bleibt (19) ungeändert, in (18) wird Ä^ = und aus 

(20) folgen 

(21) a = |y, v = ih. 



2 Ä^ — Äo« 
^ 3 Ä« - Äo* 
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Die bis jetzt erhaltenen Gleichungen geben Grosse, Richtung 
und Angriffspunkt des Druckes D für alle möglichen Gleichgewichts- 
zustände. Es interessiren aber besonders die beiden Grenzzustände 
des Gleichgewichts. Für diese liefern (9) (10) 

(22) (f^ cos q) =^2q cos s — cos q) 

und damit (18) (19) 



(23) 



D = p 



Q COS (v — s)!^ Ä* — Äq* y 
cos V J cos (v -]- 8) 2 ' 



Q COS 9 ' Q' 

Horizontale Oberfiäclie. Mit « = folgen aus (9) (23) für den 
unteren Grenzzustand 



(24) 



V 



^ COS 9 ° \ 2 / ' 

D = tg« (45« - f ) '^*-*"' * 



(25) 



tg (v + S) 



cos (»> 4- *) 2 ' 



tg'(460-f) 

und speciell bei verticaler Druckfläche 

(26) d = 0, 2) = tg«(45»— |)*^'y. 

Für den oberen Grenzzustand erhält man aus (10) (23) 



COS <p 



'2) = cot* (450-1^)^ 

\ 2/ COS 



(28) 



-V 



(v + d) 2' 



tg {v + S) = 



tgv 



cot« (460 



(»"-f) 



-V 



und bei verticaler Druckfläche 

(29) * = 0, D = cot« (45« — f) - 

Die Verticalcomponenten von D sind hiernach für beide Grenz- 
zustände von gleicher Grösse 

(30) F=2)sin(i; + d) = ^^^=-^ytgi;, 

d. h. gleich dem Gewichte der senkrecht über der gedrückten Fläche 
liegenden Halbflüssigkeit. Die Horizontalcomponenten 

JJ= J5 cos (v + S) 

des oberen und unteren Grenzzustandes dagegen stehen im Yer- 
hältniss 

(31) J=.cot*(45'>-f), 



90^ 



cx>. 
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wonach z. B. für 

9 =0, 20, 25, 30, 35, 45, 

Ho:Hu = l, 4,160, 6,071, 9, 13,617, 33,970, 

Wasserdrack. Für wirkliche Flüssigkeiten ist mit 9 = 0, s = 
nach (9) (10) stets q = l, es existirt nur ein Gleichgewichtszustand, 
für welchen aus (19) (18) folgen 

(32) * = 0, 



D = *"-V 



2 008 V '^^ 

während (20) (21) ungeändert bleiben. — Der Fall, dass nur ein 
Gleichgewichtszustand möglich ist, tritt auch für Halbflüssigkeiten 
immer dann ein, wenn € seinen numerischen Maximalwerth + 9) 
erreicht oder, wie man sich ausdrückt, wenn die Oberfläche nach 
der natürlichen Böschtmg geneigt ist, womit aus (9) (10) 9 «= 1 
wird. Für wirkliche Flüssigkeiten ist der natürliche Boschungs- 
winkel f == 0. 

Begrenzung durcli feste Wände. Der Druck von Halbflüssig- 
keiten auf feste Wände kann bis heute nicht mit voller Schärfe 
bestimmt werden. Auf Grund von Raisonnements lässt sich an- 
nehmen, dass die aufgestellten Beziehungen auch für feste Wände 
gewisser Stellungen gelten und dass dann der active Druck der 



Fig. IS. 

Halbflüssigkeit gegen die Wand (Druck auf eine das Vorrücken der 
Halbflüssigkeit verhindernde Wand) dem unteren Grenzzustande, der 
passive Druck auf die Wand (Widerstand gegen eine nach der 
Halbflüssigkeit vorrückende Wand) dem oberen Grenzzustande des 
Gleichgewichts entspricht. Beispielsweise würde die aufgestellte 
Theorie in dem technisch wichtigen Falle gültig bleiben, dass bei 
fester Begrenzung e = und für alle Wandelemente 1/ > ist (Fig. 13). 
Es sind dann die oben gegebenen Formeln (24)— (31) zur An- 
wendung zu bringen. — Näheres über den Einfluss fester Wände 
und weitere Beziehungen zum Drucke unbegrenzter Halbflüssigkeiten 
findet man in Weyrauch^s Theorie des Erddrucks auf Grund der 
neueren Anschauungen, Wien 1881. 
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Der Erste, welcher die allgemeinen Gesetze stetiger Spannungen 
auf Halbflüssigkeiten anwandte, war Bankine (Transactions of the 
Royal Society 1856 — 57). Die ältere, nach Coulomb benannte 
Theorie des Erddrucks auf Stützwände untersuchte das Abgleiten 
eines durch Wand, Oberfläche und Gleitfläche begrenzten Erdprismas, 
wobei ohne Weiteres die Gleitfläche eben und der Richtungswinkel 
d = oder (seit FonceUt 1840) gleich dem Reibungswinkel ijf 
von Erde auf Wand angenommen wurde. Eine derartige Wahl von 
6 war nur möglich bei Ausserachtlassung einer Gleichgewichts- 
bedingung, durch welche 8 bestimmt ist. Unter Berücksichtigung 
der letzteren gab der Verfasser eine Theorie (Zeitschr. f. Baukunde 
1878), welche die Resultate der älteren und neueren Ableitungen 
für den allein wichtigen activ^i Erddruck in der Formel 
(^^\ 7) _ r cos (y — y ) f ^' — ^o' y_ 

^^^ -^ — L(w + 1) cos vJ cos iy + d) 2 

vereinigt, worin zu setzen 

(34) n = '\/^^^%^Y=Ä' 

^ ^ r cos (jir .+ 9) cos {v — b) 

Der Erddruck nach den älteren Theorien ergibt sich mit d = 

oder ^, der Erddruck nach der neueren Theorie mit 8 nach (14) 

(23) (25). Die Schwierigkeit der älteren Theorie liegt in der Form 

der Gleitfläche, die Schwierigkeit der neueren in dem Einfluss fester 

Wände. 

Weitere Ableitungen auf Grund der neueren Anschauungen 

siehe Lemf^ Comptes rendus de TAcad. des sciences 1867; Con- 

sidierey Annales des ponts et chauss. 1870; Mohr, Zeitschr. d. 

Ing.- und Arch.- Vereins zu Hannover 1871; Winkler , Neue Theorie 

des Erddrucks, Wien 1872. Eine ücbersioht der Literatur und der 

verschiedenen Theorien gibt Crugnola, Sulla spinta delle terre, 

Torino 1880. Tabellen auf Grund von (33) (34) im Sinne der 

immer noch viel verwendeten älteren Theorie enthält Crugnola, 

Sui muri di sostegno, Torino 1883. 

Aufgabe 21. Ableitung von Hanptspannungen. Nach § 18. 

Für die Grenzzustände des Gleichgewichts im Falle der vorigen 
Aufgabe die Hauptspannungen abzuleiten. 

Nach § 18, (7) sind die Hauptspannungen 



^ + /(^^ + ^ . 



- |/(^^)V X, 



B^^' t-5^ - 1/ ( ' . M + z,« 
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Hierin hat man in unserem Falle mit (6) (11) der vorigen Aufgabe 

/(iEiT^ - ,, /^ - '-^ +"7, 

Speciell für die Grenzzustande des Gleichgewichts ist nach A. 20, (22) 

2 Q C08 8 t t % 

cos 9 I T 7 

daher wird für diese 



^« - Y«V . ^ • Qyyiinq> 



y{^^)+ -X. 



cos «p 
Substituiren wir diesen Ausdruck und 



2 cosip 

in die beiden ersten Gleichungen^ so folgen die Hauptspannungen 

p=4^m = P!^.cot(45»-|), 

womit allgemein 

(2) JB = ^tg«(45<>-f)- 

Die Richtungswinkel a der Flächenelemente, welche durch eine 
Hauptspannung h afficirt werden, sind nach § 18, (23) mit A. 20, (6) 
bestimmt durch die Gleichung 

cos 8 

tg« ^-^, 

also für die Hauptspannung h — Ä 

(3) tg « - cot c - g|^ cot (45»— 1-) 
und für die Hauptspannung h ^^^ B 

(4) tg« = cot*-^tg(45<'-|). 

Es genügt natürlich je einen Richtungswinkel anzugeben, da man 
weiss, dass die demselben Schnittelemente anliegenden Flächen- 
elemente gleich grosse und entgegengesetzt gerichtete Spannungen 
erleiden. 

Beispielsweise erhalten wir für den einzigen Gleichgewichts- 
zustand, der im Falle s = q) möglich ist, wegen p »= 1 

^ = yycot(450— |-) mit tga = — cot (45ö-|-), a = 1350~-J, 
B = yytg(450-|-) „ tga= tg (450-|), «= 45« -f. 
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Für Wasser hat man mit 9 = A = B == yy, während a nach 
(3) (4) unbestimmt wird, alle Flächenelemente bei einem bestimmten 
Punkte erleiden gleiche Spannungen. 

Allgemein hat man bei horizontaler Oberfläche oder £ = im 

unteren Grenzzustande wegen 9 = tg (45^ — ^) 

A = yy mit a = 0, 

B^yy tg* (45« - 1) „ a = 90» 

und im oberen Grenzzustande wegen 9 = cot (45^ — ~\ 

4 = yy cot2(45« — 1^) mit « = 90^ 

B=^yy „ a = 0. 

Zwar werden die Ausdrücke für tg a unbestimmt; da wir aber 
aus der vorigen Aufgabe wissen, dass der Druck yy auf ein der 
Oberfläche paralleles Flächenelement gleich yy und vertical ist, so 
konnten die Winkel ohne Weiteres angegeben werden. Die verticale 
Halbaxe der Spannungsellipse (Schnitt der -4 jB- Ebene mit dem 
Spannungsellipsoide) ist in beiden Grenzzuständen des Gleichge- 
wichts gleich yy, die horizontale Halbaxe dagegen ist im unteren 
Grenzzustande kleiner, im oberen grösser als yy. Das ürössenver- 
hältniss der horizontalen Halbaxen im oberen und unteren Grenz- 
zustande entspricht dem in voriger Aufgabe angeführten Verhältniss 

Aufgabe 22. Derivirte der Totalspannung nnd Schabspannnng. 

Nach § 19. 

Es sollen die Derivirten der Totalspannung Bn und der Schub- 
spannung Tn bei veränderlicher Normalenrichtung n des afficirten 
Flächenelements angegeben werden. 

Da Br? und die Hülfsfunction P„, nach § 15 die Form der in 
Aufgabe 5—8 behandelten Functionen 9)», ^n« haben, so ergeben 
sich aus Aufgabe 7 

^^n ^^n* ^^n 

(1) -^ = 2Pnxy -^ =^2Pny, -g^=2P„^, 

und für den Fall, dass man von n aus nach irgend einer zu n senk- 
rechten Richtung s hin um den kleinen Winkel d6 vorgeht (wobei 
alle n unendlich benachbarten Richtungen erreicht werden können) 

(2) -^=2P.,. 

WKrBAUOH, Aufgaben zur Theorie elast. Körper. 4 
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Wegen T^^ = JS»* — Nf? und weü mit 

(3) Sn = Tn cos {ts) = Bn COS {fs) 

nach § 19 

erhalten wir 

(4) ^ = 2(P„, - 22V,Sn). 

Aus (2) und (3) aber folgen 

Die Beziehungen (2) (4) zeigen u. A., dass von jeder Richtung n 
aus nach beliebigen dazu senkrechten Richtungen s hin Bn um so 
stärker variirt^ je grösser das entsprechende Pm ist; dass fQr Haupt- 
spannungsrichtungen n die Function Pm bei beliebigem s ver- 
schwindet und für die von Hauptschubspannungen afßcirten Flächen- 
elemente Pn$ a» 2NnSn ist; dass Bn coustaut bleibt; wenn s eine 
Hauptspannungsrichtung ist; und dass verschwindende Pm und con- 
stante Bn einander bedingen. 

Aufgabe 23. YersehiebEiLgen durch concentrische Yerrficknngeii. 

Nach § 22. 

Die Totalverrückungen q aller Punkte eines Körpers sind allein 
Functionen ihrer Abstände r von einem innerhalb oder ausserhalb 
des Körpers gelegenen Punkte und fallen in die Richtungslinien 
jener r. Es sollen hinsichtlich eines beliebigen Körperpunktes m 
die Normalverschiebung, Normalgleitung, Totalverschiebung, Total- 
gleitung, Dehnung und Schiebung beliebiger Richtungen n abgeleitet 
werden. 

Wir geben dem Coordinatensystem den Ursprung und eine 
feste Lage gegen die anfängliche Gruppirung der Körperpunkte. 
Dann sind fdr den Punkt m (a;, y, 0) die Gomponenten der Total- 
verrückung q in den Richtungen o;, i/yZ 

Hieraus folgen 



(1) l = ^f, ^ = yf 5 = ^1 



dx r* \ dr dx " dxl "^ 

dl x ( dq dr dr\ 

dy ~ T^\ dr dy "^ ^ dy) ^ 

ö| X f dg dr dr\ 

dz r* \ dr dz ^ dz) 
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Nun hat man 

r^ z=: x^ -}- y^ -{- 0% r dr ^= X dx + y dy -{- ß dz, 

f9\ — — — y. — — . 

^^ dx r' dy r ^ dz r 

Durch Substitution der letzten Werthe in die darüber stehenden 
Ausdrücke für die DiflEerentialquotienten und mit der abkürzenden 
Bezeichnung 

\ J ^ dr r 

ergeben sich die Gleichungen (4), während (5) (6) in ganz analoger 
Weise aus den Formeln (1) für i^? S hervorgehen. 

(4) X:, = ^,x^ + ^, (Xiy=^^^xy, X, = ^,X0, 

(5) yx = y,yxy yy^f^y' + y, y^ = y^y^> 

(6) ^x = y, isx, 0y^ ^^ zy, ^;= i ^2 ^ J. 

Für die dem Punkte m in beliebiger Richtung n benachbart 
gewesenen Punkte erhält man nach § 21, (2) die Componenten der 
Totalverschiebung r« in den Richtungen a?, j/, z 

Xn'=- cos (nx) + ^ [a? cos (nx) + y cos (ny) + cos (n0)j , 

y„ = ^ cos (ny) + ^ I a; cos (nx) -{- y cos (ny) + ^ cos (w>)J , 

0n = ~ COS (n0) +^\x cos (nx) + y cos (ny) + cos (n0)j, 
und nach § 4, (8) die Componente von r„ in beliebiger Richtung s 

|s„ = - cos (ws) + -^ [a? cos (nx) + y cos (ny) + ^ cos (w;?)] 
' r 1 

• I a; cos (sx) + y cos (sy) + J8? cos (5;8f)J. 

Diese Gleichung liefert mit 5 = n die Normalverschiebung 

(9) nn = j + ^[x (cos (nx) + y cos (wy) + cos (n^)] 

und enthält auch (4)— (7) als specielle Falle. Aus (8) folgt durch 
Vertauschen von s, n 

(10) w, = Sn, womit ^r«, = 5„ + *** = 25« 

bestimmt ist. Speciell für ns = xy, y0, 0X sind nach (8) (10) 
oder (4) — (6) die Normalgleitungen 

(11) 9xy = ^ a;y, fl^y, = ^ y^, ^r,:, = -^ 0X. 



0) 



12 
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Die Totalgleitung zweier beliebiger Richtungen n. $ ergibt sich 
nach Einsetzen der durch (7) bestimmten Yerschiebungscomponenten 
in § 6, (4) 

Put = ^ COS (ns) 

(12) \ + ^i (-^ + y) [x cos (naj) + y cos (ny) + e cos (n^)] 

• [a? cos (sx) + y cos (sy) + z cos (5je?)J 
und fiir die Totalverschiebung r» der Richtung n erhält man 

(13) rn^=pnn= Jt+^ (V + ^) [^cos(na;)+ycos(ny)+^cos(n;Ef)J. 

Aus (10) mit (8) und (12) resultirt die Schiebung Jm ^fl^nt +!>«» 
der Richtungen n, s 

?- = f (f + 2) cos (ns) 

(14) { + ^ (^ + 2 + 9) [^ cos (nx) + y cos (ny) + ^ercos (n0)j 

' \x cos (sx) + y cos (sy) + g cos (sje?)] 
und diese Gleichung liefert für die Dehnung ßn der Richtung n 

|(l+^n)^=l+2n« = (f +iy 

I + r" (^ "1" ^ + ^) [^ ^^ (**^) ^" ^ ^^^ ^^^) + ^ COS (nje?)] . 

Speciell für eine Richtung n, welche in die durch und m 
gehende Gerade föUt^ folgen wegen 

cos (ny) = + ~ > cos (ng) ■= + ~ 



l2 



X 



dQ 



cos (na?) = + 7, 
aus (9) (13) (15) 

(16) n« = e« = + rn = ^+9 = ^ 

und für alle Richtungen n Jlt ergeben mit 

X cos (nx) + y cos (ny) + cos (n^f) = 
dieselben Gleichungen und (8) 



(17) 



n« 



e„ = + n 



9 

r 



— 9ns_Q 



L COS (ns). 



Isotrope Körper. In isotropen Körpern sind nach Aufgabe 79 
Verrückungen der jetzt untersuchten Art nur dann möglich^ wenn 
die Function q von der Form 

(18) 9 = ar + A 



I 



__ __ 3& 
^y — yx — ^6 ^3/; 



36 

^« = a;, = — ^^a?; 
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ist, unter a und b Constante verstanden, welche von den Be- 
dingungen der Aufgabe abhängen. In diesem Falle gelten also die 
obigen Gleichungen mit 

Beispielsweise erhalten wir 

(20) yy = a + ^(l — ^), y, = ^y = — ?^ y^, 

(21) fo = Xa^'\-yy + 0^ = 3a. 

Liegt der Punkt innerhalb des Körpers oder sind s'ammt- 
liche Oberflächenspannungen gleich grosse Normalspannungen, so 
muss nach Aufgabe 64 die Constan^ b gleich Null sein. Damit 
folgen 

(22) Q = ar, 5? = «> 9> = 0, 

(23) I = aa?, V'^^ay, g = ais, 
und für beliebige Richtungen n bei jedem Punkte m 

(24) nn = en='±:rn = a. 

Es existiren keine Transversalverschiebungen (Aufgabe 29). 

Aufgabe 24. Verscillebttngen dnrch Torsion. Nach § 22. 

Ein isotroper prismatischer Stab sei bei einem Endquer- 
schnitt derart festgespannt, dass die anliegenden Flächenelemente 
keine Drehung um die Stabaxe vornehmen können. Der Stab werde 
so verdreht, dass alle Körperpunkte, welche anfangs auf einem 
Querschnitte lagen, gleiche Centriwinkel q) um die Axe und von 
dem Querschnittsorte unabhängige Wege parallel derselben zu- 
rücklegen, wobei der Kleinheit der 9 wegen sin 9 = 9, cos y = 1 
gesetzt Verden darf. Man soll hinsichtlich eines beliebigen Stab- 
punktes m die Verschiebungen beliebiger Richtungen n und die 
Normalgleitungen je zweier beliebiger Richtungen w, s ableiten. 

Wir legen die ;2?-Axe in die Stabaxe und die Axen der x, y in. 
die anfängliche Ebene des Einspannungsquerschnitts. Es wird dann 
verlangt 

(1) t^n^,y), 
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während nach Aufgabe die angenommene Verdrehung in isotropen 
Körpern an die Voraussetzung geknfipft ist 

(2) 9 = d;8i, I = — ^tfiSf V = ^^^1 

wobei d eine als Torsionsunnkd bezeichnete Constante bedeutet. 
Die Gleichungen (1) (2) liefern 



(3) 



«X— 0, 



y. — »e, 


9 _ ^' 


yi=-o, 




y. = »X, 


e, = 0. 



Xy '^ %'Zy 

U, = — O^y, 

Hiernach haben wir (nach § 32 die Dilatation) 
(4) w = a?:, + yy + ;8f, = 

und die Normalgleitungen der Richtungen xy, yz, zx 

(5) 9XV = 0, Qy, = 

Bei jedem Punkte m {x, )f, ß) sind die Componenten der Total- 
verschiebung r« einer beliebigen Richtung n in den Richtungen 
X, y, z nach § 21, (2) 

fl?n = — ^^ cos (ny) — dy cos (nz), 
y« = d'Z cos (nx) + d'x cos (njsr), 



K+*-. 






(6) 



^» = K ^^^ (**^) + 1^ ^^® (**y)= 



und die Componente von r„ in irgend einer Richtung s nach § 4, (8) 
s« «= -ö-jEf I cos (nx) cos (sy) — cos (ny) cos (sxn 

(7) ' +0- cos (nz) \x cos (sy) — y cos (sx)j 

+ cos (si^) [^ cos (na;) + |^ cos (ny)] . 

Vertauscht man n mit s, so ergibt sich w, und damit die Normal- 
gleitung zweier beliebiger Richtungen n, s 

9ni = Sn + w, = (^+'^^) [cos(wy)cos(s^)4-cos(wj2f)cos(sy)] 

+ (^ — "^y) [^o9(nx)co8(sz)'\-co8(nz)cos(sx)j, 

wie wir auch ohne (6) (7) schneller aus § 22, (10) mit (3) (5) er- 
halten konnten. Aus (7) folgt mit s = w oder aus (8) wegen 
ffnn = 2n„ die Normalverschiebung einer beliebigen Richtung n 

(9) w„ = 2 cos (n^) [(|y+'9"a?) cos (ny) + (%^—»y) cos (nx)j . 



(8) 
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Liegen die Richtungen n^ s senkrecht zur Stabaxe^ also in der 
anfänglichen Ebene eines Querschnittes, so folgen mit cos (nz) 
= cos (s^) = 

Xn=^ — ^0 COS (ny), yn = ^^ cos (nx), 



(10) 



^" "" ä^ ^^® (**^) + ^ ^^^ (^^)' 



Sn = ^0 1 COS (na?) cos (sy) — cos (ny) cos (sa;)! , 
während w„ und ^„, für alle n, s zu Null werden. 

Zu weiterer Uebung in der Ableitung von Verschiebungen 
können u. A. die folgenden Beispiele von Verrückungen dienen. 

a) 1 = 0, i, = 0, t^-fie), 

b) ! = /•(;.), i, = 0, e = o, 

d) | = -y/-(r), , = a;/'(r), e = „ r' == 3^ + f + s,K 

Im Falle a) behalten die Punkte jeder zur jef-Axe senkrechten Ebene 
ihre gegenseitige Lage bei, während diejenigen auf Ebenen senk- 
recht zur X'kxe und j/-Axe letztere Ebenen zwar nicht verlassen, 
aber infolge der Bewegung parallel der ;8i-Axe ihre Lagen zu ein- 
ander ändern. Im Falle b) gehören die anfänglich auf einer Ebene 
senkrecht zur y-Axe oder ;8i-Axe gelegenen Punkte einer solchen 
Ebene auch ferner an, bewegen sich aber verschieden in der Rich- 
tung Xj die Theilchen auf einer Ebene senkrecht zur ^sf-Axe erleiden 
parallel der a;-Axe gleiche Verrückungen ohne Aenderung ihrer 
relativen Lagen. Im Falle c) gerathen die Punkte, welche auf einem 
Cylinder der Axe lagen, auf einen Cylinder derselben Axe, alle 
Bewegungen finden auf den Richtungslinien der Perpendikel von den 
ursprünglichen Lagen auf die ;8:-Axe statt. Im Falle d) schliesslich 
wird aus jeder Kugelfläche um den Coordinatenursprung wieder eine 
Kugelfläche, die Punkte auf Parallelkreisen um die ^-Axe bewegen 
sich tangential denselben. 

Aufgabe 25. Ableitung von Hanptverschiebnngen. Nach § 23. 

Für den in der Aufgabe 23 behandelten Fall concentrischer 
Verrückungen die Grössen und Richtungen der Hauptverschiebungen 
festzustellen. 

Werden die in Aufgabe 23 erhaltenen Verschiebungswerthe 
(4) — (6) in die Gleichungen (16) —(18) des § 23 eingesetzt, so folgen 



- 56 — 

die von den Kiehtungeu der rechtwinkligen üoordinatenaxen unab- 
hängigen Summen 

(1) ^s + yy + ^z^y + % 

(2) x^yy + y,z» + 0,x, '- f [y + 2q>), 

(3) 4:Xxy!,^z — Xxglz — yygU—Zzgly+gxygyzgzx^^^ {l- + yj • 

Durch Substitution dieser Ausdrücke in § 23, (7) wird Bedingungs- 
gleichung für die Hauptverschiebungen h 

Da die rechte Seite von (1) die Summe und die rechte Seite von 

(3) das vierfache Product der drei Hauptverschiebungen sein muss, 
so erkennt man leicht und die Form 

(»_i)(j_t)(i_l_,)_0 

der letzten Gleichung bestätigt es^ dass 

(4) a = f, 6 = f, c-f + ^ = §i 

die Werthe der Hauptverschiebungen sind. 

Da nach Aufgabe 23 (wie nach Aufgabe 27 für gleiche a, 6 
stets) alle in der Ebene der a, h gelegenen Normal Verschiebungen 
gleich gross sind, so können wir irgend zwei zu einander recht- 
winklige derselben als Hauptverschiebungen ansehen. Zur Be- 
stimmung der Richtungslinie von Ä = c ergeben sich aus § 23 

4g)* 4qp* 4cp* 

Si = y^-^, S2 = zx~^, s^ = xy-^, 

w; = + xye 



r« 



und damit für die erste Hauptverschiebungsrichtung nach § 23, (9) 

(5) cos (nx) = — , cos (ny) = — , cos (ne) = — • 

Die zweite ist der so bestimmten entgegengesetzt. Für jeden Punkt 
m fallen die Hauptverschiebungen in die Richtungslinien von r und 
in zwei beliebige Richtungen senkrecht zu r. 

Anstatt die Hauptverschiebungen in vorstehender Weise nach 
den allgemeinen Regeln des § 23 abzuleiten, hätten wir schneller 
wie folgt schliessen können. Nach Aufgabe 23 ist für w J_ r und 
s X w stets gns = 0, daher liegt eine der Hauptverschiebungen in 
der Richtung r. Da ferner nach Aufgabe 23 für w J_ r alle Normal- 
verschiebungen gleich gross sind, so können wir irgend zwei zu 
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einander senkrechte als die übrigen Haupt Verschiebungen ansehen. 
In ganz analoger Weise zeigt sich, dass die Grenzverschiebungen 
und Hauptdehnungen für die Richtung r und zwei beliebige dazu 
senkrechte und zu einander rechtwinklige Richtungen eintreten, da 
für n A-T, 5 J_ r die Totalgleitung pns und Schiebung g„, ver- 
schwinden und r«, ßn constant sind. Mit Rücksicht auf A. 23, (16) (17) 
(und nach § 30 für Potentialverrückungen immer) sind die Haupt- 
dehnungen e^ = a, ^2 = h ßg = c und die Grenzverschiebungen r^, 
^2, rg gleich den Absolutwerthen von a, 6, c. 

Denken wir uns die Axe der in die Richtung r, die beiden 
anderen Axen beliebig gelegt, so folgen aus Aufgabe 23 mit x=y=0 
und = r für beliebige Richtungen 



(6) 



Qns = — COS {ns) + 29) COS {nz) cos {sz)j 



r 



(7) 



»•»* == p -h (^ + 9») 9» cos* (w^), 

Pn. == p- cos (ns) + (-^ + 9») 9 cos (»«) cos (sä), 
(1 + e^y = (1 + f) + (?i + 2 + g,) 9, cos* {nz), 

2n,= p (f + 2) COS ins) + (^ + 2 + 9) g? cos {nz) cos (s^). 

Wie wir schon aus Aufgabe 23 schliessen konnten, ändern sich die 
drei Functionen links nur mit dem Winkel zwischen n und r, die 
drei Functionen rechts mit diesem und dem Winkel zwischen n und 5. 

Aufgabe 26. Ableitung von ßrenzyerscliiebnngen. Nach § 24. 

Für einfache Schwingungen eines homogenen Mediums ist nach 
§ 92, (7) die Totalgleitung zweier beliebiger Richtungen w, s bei 

(1) Pn» = (^) g^ cos (In) cos (Is) , 

unter A, q Constante, unter l eine bestimmte Richtung verstanden.* 
Es sollen die Grenzverschiebungen bei m ermittelt werden. 

Da allgemein /-„^ ^^Pnn, so folgt aus (1) die Totalverschiebung 
der Richtung n 

(2) rn = -^q cos (In), 

wobei rechts nur der Absolutwerth zu nehmen ist. Wir setzen nun 

(3) a = cos (Ix), ß = cos (iy), y = cos (Iz) 



> 

rx 


= 


2« 

l 


qa, 


^y 




2n 


iß> 


r. 


= 


2% 

l 


Qyy 
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und erbalten aus (2) (1) 

(4) ir,= 7-2^, P,.= (x)V^y, 

Mit diesen Werthen ergeben sich 

'ri + ri + r; = (^)Y 

(5) ( rjr^ + rfjr! + r|r5 - j^J, - p^, —ph = 0, 
rlr^rl — rlpl, — r^p^^ — riply — 2i>,yjpy,|),, = 0. 

Hiernach sind zwei Grenzversehiebungen gleich Null und das Qua- 
drat der dritten 

(6) » - e-f )v. 

Für dieses h folgen aus § 24 weiter 

und die Richtungscosinus derjenigen Punkte, welchen die von Null 
verschiedene Grenz Verschiebung entspricht, 

(7) cos (nx) = + a, cos {ny) = + /5, cos {m) = + y. 

Die fragliche Grenzverschiebung tritt also für die positive und 
negative Richtung l ein und unsere Aufgabe ist gelöst. 

Wir haben hier als Beispiel zu § 24 die Grenzverschiebungen 
nach der dort gegebenen allgemeinen Regel bestimmt, hätten aber 
sehr viel schneller zum Ziele kommen können. Da nach (1) für 
beliebige n A.I die Totalgleitung p«, = wird, so tritt eine der 
Grenzverschiebungen für die beiden Richtungen der Geraden l ein. 
Die zwei anderen Grenzverschiebungen entsprechen also Punkten 
senkrecht zu Z, sie sind gleich Null, wie aus (2) mit n _L Z folgt. 

Aufgabe 27. Gleiche HanptverscMebimgen, Grenzyer Schiebungen, 

Hanptdehnongen. Nach § 25. 

Die Normalverschiebungen, Normalgleitungen, Total Verschie- 
bungen, Totalgleitungen, Dehnungen und Schiebungen in Polarcoor- 
dinaten allgemein und speciell für den Fall auszudrücken, dass zwei 
oder alle drei Hauptverschiebungen, Grenzversehiebungen, Haupt- 
dehnungen gleichen Werth nach Zahl und Vorzeichen haben. 
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Für eine beliebige von m ausgehende Richtung n bezeichne cj 

den Winkel der «;»- Ebene mit der Eichtung x und d" den spitzen 

Winkel von n mit der xy-'Khene, dann hat man nach A. 15, (3) 

allgemein 

cos {nx) = cos 0" cos o, 

(1) cos (wy) = cos %• sin cj, 

cos (nz) = sin '9'. 

Damit lassen sich auf Grund der Formeln für beliebige rechtwink- 
lige Coordinatenaxen alle Verschiebungen und Functionen derselben 
in Polarcoordinaten ausdrücken, d"', (o mögen die der Richtung s 
entsprechenden Winkel %'j cj bedeuten. 

Werden die Axen der x, y, z parallel den Hauptverschiebungen 
a, h, c gelegt, iso folgen aus § 23 die Normalverschiebung der be- 
liebigen Richtung n und Normalgleitung zweier beliebiger Rich- 
tungen n, s 

nn = a cos^ •9' cos^ o + ^ ^os^ -O* sin^ cj + ^ sin^ d; 

(2) gnt = 2a cos d" cos d^' cos o cos oj' + 26 cos d' cos d'' sin o sin o' 

4"2c sin '9' sin '&•'. 
Sind zwei Hauptverschiebungen a, 6 einander gleich, so gehen die 
Gleichungen (2) über in folgende 

{nn = a cos^ -ö" + c sin^ -ö*, 
fl'n» = 2a cos 'S* cos 'O*' cos (cj — oj') + 2c sin '9' sin -ö*'. 

Man erkennt daraus, dass die Normalverschiebungen aller Richtungen, 
welche gleiche Winkel mit der Hauptverschiebung c einschliessen 
und die Gleichung je zweier solcher Richtungen, wenn sie noch 
gleiche Winkel mit einander bilden, je einen festen Werth haben. 
Sind alle drei Hauptverschiebungen gleich, dann folgen 

(4) fin = a, gns = 2a cos (ns), 

es sind alle Normalverschiebungen gleich gross, und ebenso die Nor- 
malgleitungen je zweier gleiche Winkel mit einander einschliessen- 
der Richtungen w, s; für zwei zu einander senkrechte n, s aber ist 

9ns = 0. 

Legt man die Coordinatenaxen x, y, z parallel den Richtungen n, 
für welche die Grenz Verschiebungen r^, rg, r^ eintreten, dann liefert 
§ 24 das Quadrat der Totalverschiebung und die Totalgleitung all- 
gemein 

Tn^ = r^^ cos* d' COS* (o + ^g* COS* -ö" sin* o + rg* sin* d', 

(5) Pns = ^1^ cos d" COS d^' COS (o COS o' + ^g* ^^^ ^ ^^^ ^' sin cj sin o' 

-|- ^3* sin d" sin -ö*'. 
Für den Fall gleicher Grenzverschiebungen r^, fg werden 



(6) 



(8) 
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rr? = r^ C08* ^ + fj* sin* <&, 

p^^ = r^* cos ^ cos ^' cos {m — ©') + fj* sin %" sin -fr', 
und wenn alle drei Grenzverschiebungen gleich gross sind 
(7) U^r^j PnB = ^1* cos {ns). 

Die Gleichungen (6) (7) geben zu analogen Schlüssen Anlass, wie 
sie oben auf Grund yon (3) (4) ausgesprochen wurden. 

Werden schliesslich die Axen Xj y, e parallel denjenigen Rich- 
tungen n gelegt, für welche die Hauptdehnungen 6i, e^, e^ eintreten, 
so hat man nach § 25 für die Dehnung jeder Richtung n und die 
Schiebung beliebiger Richtungen n, 8 

(1 + CnY = (1 + ^i)* cos* ^ cos* (D + (1 + e^)* cos* & sin* 10 

+ (l + ^)*sin#, 

. gn« = (1 + ^lY COS d' cos d'' COS ß> COS Ol' 

+ (1 + e^y cos * cos ö-' sin cd sin & 
+ (1 + Ö3)* sin d' sin -ö«', 

also bei zwei gleichen Hauptdehnungen e^, e^ 

(1 + ßn)* = (1 + e,y cos* ^ + (1 + O' sin* ^, 

2n» = (1 + ^)^ COS & COS -ö-' COS (ö — ©') + (l+ßj)* sin & sin 0*' 

und bei drei gleichen Hauptdehnungen 

(10) en = 6i; 2n« = (1 + ^i)* cos (fis). 

Auch hier ergeben sich ähnliche Schlüsse wie oben bei gleichen Haupt- 
verschiebungen. 

Handelt es sich speciell um Potentialverrückungen (§ 30), so 
hat man e^ = a, 62 = 6, ^s = c, es sind r^, rg, rg die Absolut- 
werthe von a, 6, c, die für (2)— (4), (5) — (7) und (8) — (10) ge- 
wählten Goordinatenaxen stimmen überein, entsp)rechende Haupt- 
yerschiebungen, Grenzyerschiebungen und Hauptdehnungen treten 
gleichzeitig ein. 

Aufgabe 28. Beziehnngen zwischen yerscUedeiien YerscUebniigs- 

fanctioneii. Nach § 25. 

Es sollen die Normalgleitung ^n«, Totalgleitung pm und Schie- 
bung qna einer beliebigen Richtung n mit den Richtungen s = r^ t 
ausgedrückt werden, unter r und t die Richtungen der Totalver- 
schiebung Vn imd Transversalverschiebung tn fraglicher Richtung n 
verstanden. 

Nach Gleichung (4) der §§ (23)— (25) hat man für beliebige n, s 



(9){ 
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9ns = 9nx COS {sx) + Qny COS (sy) + Qnz {s^), 
(1) 2^n5 = Pnx COS (so;) + Pny COS (Si/) + jp„, {SZ), 

qn, = 2«aJ COS (sx) + ffny COS (Si/) + qnz (ßz). 

Aus § 4 entnehmen wir 

cos (ra;) = -^ , cos (ry) = ^^ , cos (rz) = y? , 

x„ — n^ COS inx) 



COS (tx) = 



t 



n 



COS {ty) = 



K 



z^ — w^ cos (nz) 
COS (rje») = 



K 



Daher folgen aus (1) mit s = r 

IrnOnr ^ XnQnx + yn9ny + ^nfl'«^? 
rnPnr = a;„jp„;r + 2/nPny + ^nPnty 
Tnqnr =?= «^«2«« + Vtiiny + ^«Q^n», 

und bei Beachtung von §§ 23—25, (5) mit s = ^ 

Itn9nt = (X^ngnx + VfiOny + ^«5^«^ " 2w„^ 
*n3n< = ^nqnx + J/nffny + ^n qnz — 2^« — 6«^ 

Die Gleichungen (2) (3) liefern weiter 

IU9nr — tngnt = 2n„^ 
rnPnr — *nl>«< = ^n^ 

Aus den ersten Gleichungen (2) (3) ergeben sich wegen 

gns = Sn + ns 

,-. ( ^«Wr = Xnflx + J/nWy + ^n^^, 

(5) 1 .12 

l tnnt = Xnflx + ynfly + ^« W^ — W« , 

wonach, wie auch die erste Gleichung (4) entnehmen lässt, 
(6) rn Ur — t„nt = n^ 

und durch Subtraction von r^ — t,? = rin 

(7) rn (Tn — flr) = ^„ (<« — nt). 

Subtrahirt man von der obigen Gleichung für g^ 

Sn = Xn COS {sx) + J/„ COS (SJ/) + ^« COS (sz), 

SO folgt die Componente von r, in der Richtung n 

n, = War cos (sx) + Wy COS (sy) + w^ cos (s^), 
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und hieraus durch YertauBchen yon n, s die Componente der Total- 
yerschiebung r« einer beliebigen Richtung n in irgend einer Richtung s 

(8) 8n = Sg cos (nx) + 5y cos (ny) + s, cos (njsr). 
Beispielsweise erhält man für die Normalyerschiebung mit « «» n 

(9) n, = Wx cos (nx) + n^ cos (ny) + n, cos (w^e?). 

Aufgabe 29. Fehlen von Transyersalverschiebangen. Nach § 27. 

Die Verhältnisse stetiger Verschiebungen bei einem Punkte m 
für den Fall anzugeben, dasa daselbst keine Transyersalverschie- 
bungen auftreten. 

Kommen bei m keine Transyersalyerschiebungen oder Drehungen 
vor, so hat man nach § 5, (15) e« = w« — + ^«' Nach § 6,. (10) 
gelten für die Normalgleitung, Totalgleitung und Schiebung zweier 
beliebiger von m ausgehender Richtungen n, s 

9n, -= (nu + s,) cos (ns\ pn, = nn s, cos (ns\ q^ = gm + Pn», 
worin n„, ^« die Normalverschiebungen der Richtungen n, $ bedeuten. 
Für zu einander senkrechte n, 5 müssen also g^ ^^^^Pns =^ f»« =" 
sein und damit folgt aus § 23, (2) für beliebige Richtungen n, s 

gnt=2xx cos (nx) cos (sa;) + 2yy cos (wy) cos(sy)'\-202CO8(nsi) cos («je?). 

Dieser Ausdruck liefert nur dann für je zwei zu einander senk- 
rechte n, $ den Werth Null, wenn a^a. = y^ = jgr, = a ist, womit für 
alle Richtungen n die Dehnung e„ = w„ = a und die Totalverschie- 
bung r„ gleich dem Absolutwerthe von a werden. Das Verschie- 
bungsellipsoid und die Deformationsfläche sind concentrische Kugeln, 
alle Punkte, welche vor den Verschiebungen auf einer kleinen Kugel- 
fläche um m lagen, sind auf einer solchen geblieben. Für beliebige 
Richtungen n, s hat man 

gns = 2a cos (ns), pn» = a* cos (ns\ qns = a (2 -|- a) cos (ns), 

während die Dilatation bei m aus § 27, (8) folgt 

X = (1 + a)» — 1. 

Wenn höhere Potenzen der Verschiebungen gegen die ersten Potenzen 
verschwinden, wird x== 3a = iCa- -f- y^ + jbIz. (Selbstverständlich sind 
die betrachteten Verschiebungen Potentialverschiebungen §§ 30, 31.) 

Aufgabe 30. Wirbeldrehungen. Nach § 29. 

Es soll 2dns = 5„ — n, für beliebige Richtungen n, s ausge- 
drückt werden, wenn 5«, w, bezw. die Componenten der Totalver- 
schiebungen r«, r, für die Richtungen w, s bedeuten. Sodann ist 
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dna speciell für s = n, r, t anzugeben, unter r, t die Richtungen der 
Totalverschiebung r„ und Transversalverschiebung tn der Richtung n 
verstanden. 

Ist allgemein 

(1) 2dns = Sn — W, = — 2dsn, 

dann sind speciell 



Diese letzten Grössen bezeichnen HdmholU, Kirchhoff und andere 
Autoren als Drehungen des Körperelements dK == dx dy d^ bei 
m(x,y^0) um Axen in den Richtungen x, y, z durch m. Nach § 5 
hat man für m benachbarte Punkte der anfanglichen Richtung n die 
Drehungen um Axen durch m in den Richtungen 

Xy y, z: 

für n = x, 4 = 0, iy = — Zx, i, = yx, 

W = y, ix= Zyy iy =0, % = — Xy, 

n = z, 4 = — yzj iy = a;^, 4 = 0. 

Hiemach sind dyz^ d^xj dxy die Drehungen der Mittellinien zwischen 
den Punktreihen y und z, z und x, x und y um erwähnte Axen, 
aber weder die Drehungen aller Punkte des Körperelements, noch 
auch die Drehungen der anfänglich in genannten Mittellinien ge- 
legenen Punkte. Da für Potentialbewegungen mit 5» = w, (§ 30) 
alle dns verschwinden und andere Bewegungen bei Flüssigkeiten 
nach Selmholtz Wirbelbewegungen genannt werden, so soll die hier 
allgemein eingeführte Grösse dns die Wirbeldrehung der Richtungen 
w, s für eine Axe durch m heissen, womit dxy, dyzy dzx als WLrbel- 
drehungen der Richtungen xy^ yz, zx zu bezeichnen sind. 

Durch Subtraction der in § 22 gegebenen Ausdrücke für 5« 
und ns entsteht 

dns == dxy [cos {nx) cos {sy) — cos {ny) cos {sx)j 
+ dyz I COS {ny) cos {sz) — cos (nz) cos {sy)\ 

+ dzx I cos {nz) cos {sx) — cos {nx) cos {sz)j , 

und wenn h diejenige Richtung senkrecht zur Ebene des Winkels 
(5w) bedeutet, von welcher aus der letztere in positivem Sinne be- 
schrieben erscheint, nach bekannten Formeln der analytischen Geo- 
metrie 
(4) dns = sin {sn) [rfy« cos (kx) + dzx cos {Tcy) + dxy cos (Ä;e^)J, 



(3) 



(7) 




(8) {*•! 



(9) 
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worin für zu einander senkrechte n, s sin (sn) = 1 wird. Für die 
Normalgleitung zweier beliebiger Richtung n, s hat man 

(5) g»M = 5„ + w, = 2 (w, + dns) = 2 (5n — dns)y 

sodass allgemein 

(6) 2dn» = 28n — gn, = 9n8 — 2w„ 

oder mit Rücksicht auf § 23, (4) und § 4, (8) 

' 2dns == (2a?„ — gnx) cos {sx) + (2y„ — gny) cos (sy) 

+ (2j?n — gnz) cos (s^), 

(5^« — 2x,) cos (wo;) + (g,y — 2y,) cos (wy) 

+ {g,, — 20s) cos (njs\ 
wofür wir nach (6) auch schreiben können 

dm = dnx cos (so:) + rf„y cos (sy) + rf«, cos (80) 
dx9 cos (na;) + äy cos (ny) + rf,, cos {ne). 
Gleichung (3) liefert für s «a a;, y, j? 

dnx «= A» cos (nz) — rfary COS («y), 
dny ^=dxy cos (na?) — dyg cos (njE?) , 
d„« =* eiy« cos (ny) — dzx cos (na;), 
und Gleichung. (4) oder (6) mit (8) für 5 = n 

(10) dnn = = d«a. COS (flx) + d«y COS (fltf) + Äi# COS (njsr). 

Für Richtungen n, 5, welchen Hauptverschiebungen entsprechen, 

wird mit g„a =3 

^« = s« = — w,. 

Es handle sich um irgend eine Richtung s in der Ebene, welche 
durch die anfängliche und schliessliche Richtung der Punktreihe n 
bestimmt ist. Dann hat man nach § 5 mit k^^^h 

ix ■= tn cos Qcx)j iy «== tn COS (Äy), i, = tn COS (Äjßf), 

worin 4, iy> 4 die Drehungen der Punkte w um Axen in den Rich- 
tungen Xy y, & durch m bedeuten. Substituirt man die hieraus fol- 
genden Cosinuswerthe in (4), so ergibt sich 

(1 1) tn dm = sin (sn) \ix dyz + iy d^x + iz dxy\ • 

Aus dieser Gleichung und aus (8) mit den in Aufgabe 28 ange- 
führten Cosinuswerthen erhalten wir für jede Richtung n mit s = ^ 
bei Beachtung von (10) 

(12) tndnt — ixdyz + iydzx + izdxy = Xndnx + Vndny + Zndn» 

und mit s = r bei Beachtung von tn = r« sin (rn) 

(13) Vndnr — ixdyz + iydzx + i ^xy = i»n rf„x + Vndny + ;8f«af«,. 
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Man kommt damit wieder auf die schon in Aufgabe 28 abgeleitete 
einfache Beziehung 

(14) rndnr-=^tndnt^ 

Für jede Eichking n ist das Prodtcct aus Totalverschiebung und Wirbel 
drehung der Eichtungen n, r gleich dem Froducte aus Transversalver- 
Schiebung und Wirbeldrehung der Bichtungen w, t. 

Haben wir es mit Verschiebungen in einem Zeitelement dt zu 
thun, so ergeben sich mit Sn = 0» dt, ns = v, dt die Wirbeldrehungs- 
geschwindigJceiten der Richtungen n, s 

^n — ^- 

Sn» = — 



ns 2 

und die Wirbeldrehungsgeschwindigkeiten der Richtungen yis, 0x, 
xy mit den Bezeichnungen der §§ 7, 28 

w,, — V, u, — w^ v^ — u„ 

y* — 2 ' — 2 ' ^^ 2 * 

Die oben abgeleiteten Beziehungen lassen sich sofort auf die Wirbel- 
drehungsgeschwindigkeiten übertragen und folgt z. B. aus (14) 

üeber die Auffassung und Anwendung der Wirbeldrehungen 
(2) bei Erforschung der Flüssigkeitsbewegung siehe besonders Helm- 
hoUz, Integrale der hydrodynamischen Grundgleichungen, welche den 
Wirbelbewegungen entsprechen, Crelle-Borchardt's Journal 1858; 
Kirchhofff Vorlesungen über mathematische Physik, I. Leipzig 1877; 
Auerbach^ die theoretische Hydrodynamik nach dem Gange ihrer Ent- 
wickelung in der neuesten Zeit, Braunschweig 1881. 

Aufgabe 31. Drehungen der Hauptverschiebnngsriclitangen. 

Nach § 29. 

Die Drehungen der Richtungen n, für welche die Hauptver- 
schiebungen eintreten, durch die Wirbeldrehungen der Richtungen 
^y^ y^9 ^^ auszudrücken« 

Die Drehungen einer beliebigen Richtung n um Axen in den 
Richtungen x, y, z durch m sind 

ix = &n cos {ny) — yn cos (w^), 
iy = Xn COS {nz) — Zn COS {nx)y 
i» = yn COS {nx) — x„ cos (ny). 
Nach A. 30, (6) haben wir allgemein 

2Xn = gnx + 2dnx, 2yn = gny + '^dny, 2Zn == /7ne + 2^7«, 

Weyrauch, Aufgaben zur Theorie elast. Körper. 6 
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und nach § 23, (12) speciell fttr die Richtungen n Ton Hauptyer- 
schiehnngen h 

Qnx = 2Ä COS (na?), gny = 2Ä cos (wy), g^ «= 2ä cos (nx?). 

Damit folgen die Drehungen der Hauptverschiebnngsrichtungen 

It, = dnM cos (ny) — d«y cos (nie?), 
iy t= rf„^ cos (nj2?) — dnt cos (wa;), 
t, «= di,y cos (wa;) — dnx cos (ny), 
oder mit Rücksicht auf A. 30, (9) 

ix = dy, sin* (wa?) — cos {nx) \d,x cos (ny) + rfxy cos (n;?) J , 
(2) ' iy = dzx sifl* (wy) — cos (wy) [rfary cos (wjßf) + dyz cos (wa;)J , 

i, = dxy sin* (n^e?) — cos {nz) [dy« cos (na;) + dzx cos (ny)J . 

Nach den zuerst angeschriebenen Gleichungen hat man für die 
Hauptverschiebungsrichtungen n mit den angeführten g die Be- 
ziehungen 

I2hix = Zngny — Vngnz, 
2hiy =^ Xngnz — fSngnxy 
2hiz = yngnx iX)ngny • 

Werden die Goordinatenaxen in die Richtungen der Hauptver- 
Schiebungen gelegt, so folgen aus (2) 

für n «= a;: 4 = 0, iy = et«, iz »=» c^y, 

n = y: 4 = rfy«, 4 = 0, i, = e^y, 

n = jSf: 4 = rfy#7 4 "^^ dzx^ iz = 0. 

(Für Potentialbewegimgen sind mit den Wirbeldrehungen auch 
die Drehungen der Hauptyerschiebungsrichtungen gleich Null, § 30.) 

Aufgabe 32. Potentiale von Yerrftckangeii nnd Yerscliiebnngeii. 

Nach § 31. 

Zu zeigen, dass im Falle der Aufgabe 23 ein Potential der Yer- 
rückungen existirt und dieses wie das entsprechende Potential der 
Verschiebungen auszudrücken. 

Da im angegebenen Falle 

so hat man 

1^ dx + ij dy + i dz == y (x dx -{- y dy + ds) = Q dr 

und weil q Function von r allein sein soll, so ist 
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(1) F=fQdr 

das gesuchte Potential der Verrückungen. Das Potential der Ver- 
schiebungen bei einem beliebigen Punkte m (x, y, d) dagegen ist die 
Normalverschiebung 

(2) w„ = |- -j- j?- yx cos {nx) + y cos {ny) + z cos {nz)\ , 

welche sich in dem besonderen Falle, dass die jgf-Axe in die Rich- 
tung r gelegt wird, ausdrückt 

(3) nn = j + (p cos^ {m). 

Handelt es sich speciell um Verrückungen in isotropen Körpern, so 
müssen q^ 9 nach A. 23, (18) (19) von den Formen 

(4) ^ = ar + -^, 9) = — 



r" ' ' r^ 



sein, unter a und 6 irgendwelche Constante verstanden. Wir erhalten 
dann, (bis auf willkürliche Constante, die wir Null setzen) die bei- 
den Potentiale 

(5) ^ = ¥-T' 

(6) w„ = a + ■j:ä — TB [^ cos (nx) -f y cos {ny) + z cos {nd)\ . 

Für den verdrehten Stab der Aufgabe 24 existirt kein Poten- 
tial der Verrückungen. In den am Schlüsse dieser Aufgabe er- 
wähnten Fällen dagegen sind solche Potentiale 

für a) F = Jf{z)d0, 

„ c) F = Jf{r)dr, 

während b) und d) keine Potentialverrückungen sind. 

Aufgabe 33. Geometrische Darstellnng. Nach § 31. 

Trägt man von einem Punkte m aus für Coordinatenaxen pa- 
rallel den Hauptverschiebungen die beliebigen Richtungen n ent- 
sprechenden 

(1) %n = i Vglx + gly + glz 

80 an, dass \gnxj iffny, \9nz die Coordinaten des Endpunktes von Xn 
bilden, dann liegen diese Endpunkte nach Aufgabe 6 auf einem 
EUipsoide und es existirt eine Fläche zweiten Grades um m, deren 
Normalen in den von Xn getroffenen Punkten parallel den Rich- 
tungen n sind, welchen die Xn angehören. Zu entscheiden, was aus 

beiden Flächen im Falle von Potentialverschiebungen wird. 

6* 



"nx t "nv i ^nr 
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Die Gleichung des fraglichen Ellipsoids ist nach Aufgabe 6 
allgemein 

(1) (fe) + fe) + feT= 1' 

und die Gleichung der erwähnten Fläche zweiten Grades für m als 
Ursprung der Coordinaten 

(2) t+t+'^-±K\ 

während 

(3) -^^+ ö y+ c-^ = ^ 

die Gleichung des zu %n gehörigen Flächenelements ausdrückt. Haben 
wir es nun mit Potential Verschiebungen zu thun, so folgen mit 

9nx = 2Xaj Qny = 2}/«, 9nz = "^^n aUS (1) (3) 

(4) ^+V+T.- = 1' 

(5) ^^ + yy + T^ = o- 

Demnach stimmt das Ellipsoid (4) mit dem Yerschiebungsellipsoide 
und unsere Fläche zweiten Grades mit der Richtungsfläche überein^ 
für welche bei Potentialverschiebungen genau dieselben Gesetze 
gelten, welche in §§ 15, 16 und Aufgabe 16 für das Spannungs- 
ellipsoid und die Stellungsfläche abgeleitet wurden. — Dass die 
Fläche der %n im vorliegenden Falle mit dem Yerschiebungsellipsoide 
identisch ist, konnten wir übrigens ohne Weiteres daraus schliessen, 
dass aus (1) mit den oben gegebenen Qnx, Qny, 9nz folgt Xn = ^n 
und damit musste nach § 31 auch die Fläche (2) zur Richtungs- 
fläche werden. Auf das Spannungsellipsoid und die Stellungsfläche 
der §§ 15, 16 führen die in Aufgabe 6 behandelten Flächen in dem 
am Schlüsse der Aufgabe 5 erwähnten Falle ^n» = /S« ■= ^G«,. 

Aufgabe 34. Gfrandgleichnngen des Problems der schwingenden 

Saiten. Nach § 37. 

Eine Saite sei durch die längs der anfänglichen geraden Axe 
wirkende Kraffc H gezogen und durch irgend welche Störung in 
Schwingungen versetzt, nach deren Eintreten neben S und etwaigen 
Massenkräften nur durch die Schwingungen bedingte äussere Kräfte 
wirken. Die DiflFerentialgleichungen der fraglichen Schwingungen 
unter der Voraussetzung abzuleiten, dass die resultirende Kraft in 
jedem vor Eintritt von Spannungen geführten Querschnitte gleiche 
Beanspruchungen pro Quadrateinheit der anfänglichen Querschnitts- 
elemente ergibt und tangential der jeweiligen Axe wirkt. 
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JlC<s. 



^ 



ac^ctay 






Wir legen die rr-Axe eines rechtwinkligen Coordinatensystems 
in die anföngliche Stabaxe und denken uns im ungespannten Zu- 
stande durch zwei Querschnitte F bei a? und a; + rfa? ein Stab- 
element der Masse fiFdx abgegi*enzt. Zur Zeit t sei infolge der 
Schwingungen und Verrückungen 
überhaupt der Axpunkt x nach 
a; + I; 12; § und damit dem Tay- 
lor'schen Lehrsatze zufolge (§ 21) 
der Axpunkt x-^-dx nach X'\'dx 

+ ^ + d^y V + ^Vy t + dt ge- 
langt, während ds die augenblick- 
liche Entfernung beider Axpunkte bezeichnen mag. Dann hat man 
die resultirende Eraft im Querschnitt x 

ds 




Fig. u. 



F8=^H 



+ F0, 



dx 4- d^ 

unter Fa den durch die Massenkräfte und Schwingungen bedingten 
Beitrag zu FS verstanden. Die Componenten von FS pro anfäng- 
licher Flächeneinheit in den Richtungen Xj y, z sind 

^ Q dx -\- d^ ^^ \ dx -{- d^ 
^ = * — Tb F + *^ — dr~' 



ds 



H 



dt] 



F dx-\-dl 
H dt 



+'t. 



+ <? 



di 



ds F dx -\- d^ ^ ^ ds 

Da die S; ^; 5 ^^^^ B,\xch mit der Zeit ändern, so wollen wir in der 
Folge runde d an Stelle der geraden setzen. Nach den allgemeinen 
Beziehungen zwischen Kräften und Beschleunigungen hat man für 
die Bewegung unseres Massenelements in den Richtungen x, y, 0, 
wenn 'X, Y, Z die Massenkräfte pro anfänglicher Masseneinheit in 
diesen Richtungen bedeuten, 

^dxF+iiFdxX=jiFdx^, 



dY. 



d^rj 



^dxF+iiFdxY=fiFdx^, 

^-^dxF+iiFdxZ = ^Fdx^~, 
oder nach Reduction 



(1) 



X 

d^n a Y^ 

= r-f ' 



dt' 



= z + 



yi^dx 
lifdx 
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Es interessirt hier allein der Fall, dass mit Bücksicht auf die 
Kleinheit der Verrückungen dl^, Fö gegen dx, H vernachlässigt 
und dx : ds = 1 gesetzt werden können. Wir erhalten dann nach 
obigen Ausdrücken für die Spannungen 



ax. 



da 



dY, 



X 



H d^n 



dx dx ' 


dx F dx^^ 


und damit aus (1) 


a^« = ^ "T" ^ dx 


(2) 


dt^ ^ -r ^^ ga;« 




dn 7 1^ 8'f 

{ dt^ ^ ^ "^ Fik dx^ 



dx 



H dn 

Fdx^^ 



Diese Gleichungen gelten unter unseren Voraussetzungen für alle ge- 
nügend kleinen Deformationen der Saite. 

Handelt es sich allein um Schwingungen um die Gleichgewichts- 
lagen^ so kann man bei Eintreten des Princips der Coexistenz nach 
§ 37 von den Massenkräften absehen und in (2) unter ^, r^, ^^ a 
die durch die Schwingungen allein bedingten Verrückungen und 
Spannungen yerstehen. Führen wir weiter die Beziehung 

(3) tf . 



dx 



ein^ welche sich in den hier interessirenden Fällen mit constantem 
2) als gültig erweist, so folgen aus (2) die gewöhnlichen Grund- 
gleichungen des Problems der schwingenden Saiten 

dt* fL dx^' 

d^ri H d^n 



(4) 



dt* F(idx*^ 

dn H dn 



dt* FfL dx* 

Die Gleichungen (1) hätten sich sofort aus den allgemeinen 
Bewegungsgleichungen § 35 (1) ergeben, wenn wir unser Stab- 
element Fdx als ein Körperelement dK mit unendlich kleinem 
Querschnitt betrachtet hätten, für welches dann die Spannungen auf 
Flächenelemente der anfänglichen Normalenrichtungen y, gleich 
Null gewesen wären. — Die erste der Gleichungen (4) entspricht den 
Längsschwingungen, die beiden letzten entsprechen den Querschwin- 
gungen der Saiten. In Aufgabe 122 wird sich zeigen, dass 

die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten beider Arten Schwingungen be- 
deuten, wonach sich dieselben getrennt von einander fortpflanzen. 
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Wir werden dieselben auch getrennt yon einander betrachten. Zu 
beachten bleibt jedoch^ dass die betrachteten Querschwingungen mit 
Längsschwingungen yerbunden sind. 

Aufgabe 35. Virtuelle Arbeiten der Massenkräfte und 

Flächenkräfte. Nach § 40. 

Die virtuellen Arbeiten der Massenkräfte und Flächenkräfte 
eines beliebigen Körpers durch die auf die einzelnen Eorperelemente 
wirkenden Resultanten jener Kräfte auszudrücken. 

Sind bei einem Punkte m {Xj y, d) die Richtungen der resul- 
tirenden specifischen Massenkraft R, der resultirenden Verrückung Qj 
der Totalspannung Bn ^'Uf ein Flächenelement der Normalenrich- 
tung n und der Totalverschiebimg fn yon Punkten der Richtung n 
wie diese Grössen selbst bezeichnet, dann hat man die Componenten 
der specifischen Massenkräfte, Verrückungen, Spannungen und Ver- 
schiebungen in den Richtungen x, j/, e 

Z = E cos {Rx), r = B cos (i?y), ^ = B cos {Rg\ 

+ 5 = 9 cos (pa?), +1? = p cos (py), +5 = 9 cos {qz), 

Xn^Bn COS (BnX), Yn = Rn COS (Rnff), Zn = iJ„COs(iJ„0), 

Xn == Tn COS (r» x), tfn = Tn COS (Vn y), 0n = rn COS (r„ IS). 

Wir erhalten also beispielsweise 
+ (XI +Yri + Zi) 

= 22(> I cos(2?a;) cos((>a;) + cos(jBy)cos((>y) + cos(i2;sf)cos(pje?)J 

= Bq cos (jB(>), 
so dass nach § 38 die yirtuelle Arbeit der Massenkräfte 

(1) m-=fBQ cos (Bq) fi dK 

In gleicher Weise finden sich auf Grund der Formeln des § 39 die 
virtuelle Arbeit der Oberflächenkräfte 

(2) © =/i?„p cos {BnQ) dO, 

die durch ünstetigkeiten der virtuellen Verrückungen bedingte Arbeit 

(3) • SR =fBnQ cos (BnQ) do, 

die virtuelle Gesammtarbeit der Flächenkräfte 

/.N er rrdB^QCOH(B^Q) dB p cos (Bq) d B, q cos {B^q)1 

(^) ^ = j L äS + ä^ + rz J ^^^ 

und die virtuelle Verschiebungsarbeit 

(5) 2) = / [BxTx cos {BxTx) + ByTy cos {ByTy) + J?^n cos (i?,n)] dJBT. 



- 72 — 

Die mit den Kräften 72, Rn, Bn multiplicirten Ausdrücke qcos^Rq), 
Q COS {lino), rn COS (22.^1,) bilden die Coniponenten von q, q, r» in 
den Richtungen B, Rn, Rn und finden sich wie die Arbeiten der 
letzteren positiv oder negativ, je nachdem die Projectionen von p, 
Qj Tn auf die Bichtungslinien von 22, 22«, 22» von m aus in gleicher 
oder entgegengesetzter Richtung wie 22, Rn, Rn liegen. Ebenso sind 
in den mit 9, q, r^ multiplicirten Ausdrücken 22 cos (Rq), Rn cos (22i,p), 
22« cos (22« r«) die Componenten von 22, 22«, 22« in den Richtungen 

Aufgabe 36. Arbeiten durch Torsion. Nach § 41. 

Ein isotroper prismatischer Stab ist bei einem Endquerschnitte 
derart festgespannt, dass die anliegenden Flächenelemente keine 
Drehung um die Stabaxe vornehmen können. In den Elementen des 
anderen Endquerschnittes wirkt ein Moment M auf Drehung des 
Stabes um seine Axe. Man soll die virtuelle und actuelle Verschie- 
bungsarbeit, sowie die virtuelle Arbeit der Oberflächenkräfbe be- 
rechnen, wenn äussere Massenkräfte und Kräfte auf die Mantelfläche 
nicht in Betracht kommen. Eine gleichmässige Temperaturänderong 
t des Stabes ist zugelassen. 

Wir legen die jSf-Axe in die Stabaxe, die Axen der x, y in die 
anfängliche Ebene des Einspannungsquerschnitts und haben dann 
nach A. 68 (1) (2) und A. 24 (5) 

Xx = ly = ^M *** -^Ly = Xgg = 0, 

worin G, ^ Constante und f eine von der Querschnittsform ab- 
hängige Function von x, y bedeuten. Aus § 41 (1) — (4); folgen 
die virtuelle und actuelle Yerschiebungsarbeit 

3) =ßT.g,, + Z.(/,0 dK^ Gfigh + 9lz) dK, 
D^JdKf{Y,dg^s+X,dgx,)dK=GfdKfgy,dg,,+gx,d^^^ 

o o 

und man hat 

22) = © = Ofigi, + gL) dK 



(1) 
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Das Integral ist auf sämmtliche Yolumenelemente auszudebaen. Die 
virtuelle Oberfläch euarbeit ist nach § 39, (5) 



© = / (|X„ + vYn + tZn) dO, 



worin das Integral alle Oberflächenelemente umfasst. Da nun auf 
die Mantelfläche keine Kräfte wirken, Zz = ist und nach A. 81 
(1) (4) allgemein 

& = — ■ &y0f ri = &X0f 

also für die Einspannungsfläche ^ => r^ = und für den freien End- 
querschnitt F 

sind, so folgt 

(3) ® = &l i\x Y, - yX,) dF = &IM, 

wobei M nach Aufgabe 70 das Torsionsmoment bedeutet, (p = d"! 
ist der Winkel, um welchen das freie Ende verdreht wird, d^ heisst 
der Torsionswinkel, die Beziehung zwischen M und & hängt von der 
Querschnittsform ab. Die bisherigen Gleichungen gelten für Ruhe 
und Bewegung unter Einwirkung von M, wenn nur die Verrückungen 
das in Aufgabe 81 für den Fall des Gleichgewichts abgeleitete Ge- 
setz befolgen. Speciell fürs Gleichgewicht haben wir nach § 39 (9), 
weil Massenkräfte und ünstetigkeiten der Verrückungen nicht vor- 
kommen, 

(4) 2D = 3) = © = ^IM. 

Besondere Qnersclmittsformen. Nach den Aufgaben 69—72 haben 
wir für den Kreis vom Radius JB 

für den Kreisring der Radien ü, r 

»4 «.4 

M = G&jt g ; 
für die Ellipse der Halbaxen a, b 

M=G»7C ""'^^ 



für das gleichseitige Dreieck der Seite a oder Höhe h 



8ö~ 15 yT' 

für das Quadrat der Seite a 

M= 0,1406 G&a\ 
für das reguläre Sechseck der Seite a 

M=lfi205Gd^a\ 
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für das Rechteck der Seiten a, b 

worin beispielsweise für a : 6 = 2 4 8 

g, = 0,4569 1,1249 2,4576, 
und f&r die meisten yorkommenden Qaerschnitte angenähert 

mit £ =s 40 und S polarem Trägheitsmoment des Querschnitts F in 
Hinsicht der Axe. 

Wir haben also unter Anderm ffir den Kreis 

fiLr das Quadrat 

und für viele Querschnittsformen angenähert 

Ä _ *^^^ _ IG^^F^ 

^~ GF^ ~ kS 

Aufgabe 37. Arbeit von OberflftehenknfteiL Nach § 42. 

Auf die Oberflache eines Körpers wirke lediglich ein überall 
gleichmässi^ vertheilter und normal gerichteter Druck, welcher pro 
Quadrateinheit durch p bezeichnet ist. Die Arbeit der Oberflächen- 
kräfte f&r beliebig grosse Volumenänderungen unter der Voraus- 
setEong abzulöten, dass zwischen p und dem specifischen Volumen t; 
des Korpers die Beziehung ptf^ «» C besteht, unter m, C ii^end 
welche Constante verstanden. Das Resultat ist f&r Gase zu specia- 
lisiren. 

Sind Pq, v^ die anfanglichen Werthe von p, t% dann haben wir 

und damit nach § 42 (14) die Oberflächenarbeit f&r den Körper 
vom Gewichte G 

9 9 

oder auch 

w — 1 

Diese Gleidiung ei^ibt beispielsweise 
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für ein constantes p mit m = 0: S = Gp{Vq — v) = p (Fq — F), 

Für wi = 1 lässt (2) den Werth von S unbestimmt, wir erhalten 
dann direct 



V 



m 
'Po' 



5 = — G / pdv = - GpoV^I ^, 

das heisst 

(3) (farm = l) S-^Gp,v^\ogü^f = Gp,v,\ogn^^. 

Gase. Bezeichnet T die absolute Temperatur und B eine von 
der Gasart abhängige Gonstante, so ist in jedem Augenblicke 

(4) pv^BT, 
Da nach (1) 

pv _ Kr"' 

so wird mit (4) die schliessliche Temperatur 

m — 1 

(5) ^»^„(^^-^^„(g) 

während nach (2) auch 

(6) S = OB^^^' 

Im Falle w = 1 , welcher bei Gasen constanter Temperatur ent- 
spricht, ist (3) zufolge 

(7) (für m=l) S = ÖJBriogn^ = ÖJBriogn^. 

Ist m gleich dem Verhältniss der specifischen Wärmen bei con- 
stantem Druck und constantem Volumen, so wird (1) vielfach als 
Poisson' sches Gesetz bezeichnet (§ 95). 

lieber die praktische Bedeutung und vielfache Anwendung des 
Gesetzes (1) bei Gasen siehe Zeuner, Grundzüge der mechanischen 
Wärmetheorie, Leipzig 1866; Grashof j Theoretische Maschinenlehre I, 
Leipzig 1874; Weyrauch, Zur Beurtheilung von Luft- und Gas- 
maschinen, Zeitschr. d. Vereins deutscher Ingenieure 1880. 



Aufgabe 38. Axialer und transversaler Stoss gerader Stäbe. 

Nach § 42. 

Eine Last G wirke plötzlich und zwar zu einem Theile Z mit 
der Geschwindigkeit t;, im Uebrigen ohne Geschwindigkeit auf einen 
geraden Stab der Länge l und des constanten Querschnitts F ein. 
Unter Vernachlässigung des Eigengewichts zu bestimmen: 
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.A 



1) Die grösste Längenänderung des Stabes Fig. 15 abgesehen 
vom Einflüsse der Temperaturänderung; 

2) die grösste Einsenkung der Balken Fig. 16 — 18 unter der 
Last 6r bei Verwendung der technischen Biegungstheorie. 

Da die grösste Längenänderung und grössten Einsenkungen er- 
reicht sind, wenn alle lebendige Kraft auf- 
gebraucht ist, so folgt aus § 42, (12) mit 

L = Jlf=JB = für unsere Fälle 





Y 

QCr 



Q'G 



B-S-L 







0, 



oder wentt* w den Weg des Gewichts vom Auf- 
treffen an bedeutet 



(1) 



ig 



'"'t'/.'/'//'/' 



Fig. 15. 



Nnn haben wir nach § 81 (18) bei Vemach- 
lässigung der Temperaturändenmgen und nach 
Aufgabe 85 unter Voraussetzung der technischen 
Biegungstheorie 



(2) 



fOr Fig. 15 
Fig. 16 
Fig. 17 
Fig. 18 

-i — 



^-^< 



D = 
D = 



21 



2Z« 
96Jge 



to' 



U^, 



w 



2 



e 



Pig. 16. 




e 



Y 
Fig. 17. 



mfWwm 



i 



I 




Fig. 18. 



worin E, @ (Elasticitätsmodul und Trägheitsmoment des Stabquer- 
schnitts) von w unabhängig sind. Mit diesen Werthen liefert (1) 
für die vier Fälle 
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(3) 



w 




Gl 


EF 


w 




GP 


BES 


w 




GP 
4AE& 


4/1 




GP 



192 EG 






Die Factoren vor den Klammerausdrücken stellen nach § 81 und 
Aufgabe 85 die Längenänderung und Einsenkungen unter dem Ge- 
wichte G nach Eintritt des Gleichgewichts dar. Die Abweichungen 
gegen diese Gleichgewichtslagen beim Eintritte der grossten w be- 
tragen also 

6?Z i/. . EFZ v^ 

9 



(4) 



a = 



a = 



a 



EF 

GP 
SEG 

Gf 
^SE9 



V'+'i 



G' 



yi+ 



SE®Z v* 
9 



8/i2 



VG 



l/l + 



4AEeZ v^ 
~PG^~ 9 



^ = 192^1/1 + 



192EGZ t?J 
PG^ ~g 



Sobald dieselben erreicht sind, finden Schwingungen um die Gleich- 
gewichtslagen statt (Aufgaben 109, 110) und erst nach und nach 
tritt infolge Abgabe lebendiger Kraft nach Aussen, Umwandlung in 
Wärme u. s. w. Ruhe ein. 

Trifft das ganze Gewicht mit der Geschwindigkeit v auf, so ist 
in (3) (4) Z ',G == \ zu setzen. Kommt das Gewicht zwar sofort 
vollständig zur Wirkung, aber ohne Geschwindigkeit, dann folgen 
aus (3) (4) mit t; = 

2GI 



(5) 



m; = 2a = 
m; = 2a = 
w = 2a == 
w =^2a = 



EF' 

2GP 
SEG' 

GP 
2^E@ ' 

GP 
9QEG ' 



Die grossten w\ sind gerade doppelt so gross als diejenigen, welche 
dem Gleichgewichte unter der Last G entsprechen. 
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Aufgabe 39. Arbeit und Energie für K6rper ohne Schnb- 

Spannungen. Nach § 44. 

Die Arbeiten der Flächenkräfte in einem Zeitelement dt für 
den Fall abzuleiten, dass keine Schubspannungen auftreten. 

Wie in Aufgabe 10 gefunden wurde, sind die Normalspannungen 
für alle einem Punkte m {Xj y, b) anliegenden Flächenelemente gleich 
gross, wir haben 

(1) Zy = r, « z^ — 0, z« = Ty = z. = jv„ p. 

Da Zugspannungen Nn positiv eingeführt wurden, so ist p positiv, 
wenn es Druck bedeutet. 

Aus § 42 erhält man nun ohne Weiteres die Gesammtarbeit 
der inneren Flächenkräfte 

(2) ,^--<i,/(^ + ?,^ + ^)«, 

den. Beitrag der Flächenkräfte zur lebendigen Kraft des Körpers 

(3) dN ^/(|f« + g-. + ff«,)dZ, 

die Verschiebungsarbeit 

(4) dB^- dtji^^ + 1^ + l^),dK=-ß.dK, 
die Arbeit der Oberflächenkräfte 

(5) dS=« — dtj |_wcos(wa;)+i;cos(wy)+M;cos(»jef)Jj?dO==— / |>sciO, 
und die Arbeit infolge örtlicher Unstetigkeiten der Geschwindigkeiten 

(6) d2J«= — dti [wcos(wfl?)+t;cos(wy)+«;cos(n;9)Jjpöfo«= — 1 psdo. 

Hierin sind die Integrale (2) — (4) auf alle Körperelemente, das In- 
tegral (5) auf alle Oberflächenelemente und das Integral (6) auf die 
Umhüllungsflächen aller ünstetigkeitsschnitte der Geschwindigkeiten 
auszudehnen. Die Aenderung dL der lebendigen Kraft des Körpers 
und die Arbeit dM der Massenkräfte bleiben wie in § 42 aus- 
gedrückt. 

Zwischen den hier behandelten Grössen bestehen die Beziehungen 

(7) dF=dN+ dD = dS + dB, 

(8) dL-dM=dN=dF — dD^d8 — dD+ dB. 

Wird dem Körper im Zeitelemente dt abgesehen von den in (7) 

(8) auftretenden Grössen noch eine Energie dQ von Aussen zuge- 
führt, so hat man 

(9) dQ^dU'-dD + dB, 

worin dU die Aenderung der virtuellen Energie bedeutet 
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Specieller Fall. Soll der Druck p in allen Theilen des be- 
trachteten Körpers als gleich gross gelten^ wie in den Untersuchungen 
gasförmiger und* tropfbarer Körper der mechanischen Wärmetheorie 
stets angenommen wird, so folgen aus obigen Gleichungen 

(10) dN=0, dL = dM, dF=dR 

Bedeutet V das ganze Körpervolumen , so hat man dessen Aende- 
rung im Zeitelement dt 

(11) dV=j(DdK=JsdO, 
und damit 

(12) dD = dS = dF=-pdV, dE=^0, 

(13) dQ = dU + pdr. 

Für beliebige endliche Verschiebungen wird im vorliegenden 
Falle 

wobei sich die Grenzen des Integrals auf Anfang und Ende der 
Verschiebungen beziehen. Der Werth von D ist abhängig davon, 
wie sich während der Verschiebungen p mit V geändert hat. Bei- 
spielsweise hat man, wenn Vq das anfängliche Volumen bezeichnet, 

für p constant ]) =p{Vq — F), 

„ F „ 2) = 0. 

Aufgabe 40. Die Entropie. Nach § 44. 

Es sei die einem Körper oder Körperelement neben der Arbeit 
äusserer Kräfte zugeführte Energie 

(1) dQ = Xdx + Ydy + Zdz + 

unter a?, y, ^, . . irgend welche ünabhängigvariable verstanden, deren 
Functionen X, Y^ Zj . . sind. Die Bedingungen für einen integri- 
renden Divisor T aufzustellen und Gleichung (1) mit Rücksicht auf 
denselben umzuformen. 

' Soll T ein integrirender Divisor, also 

-^ = jr tia; + jr ciy + ^r d^ H 

ein vollständiges Differential sein, so muss die Function 
(2)' T = f{x,y, z, . .) 

nach § 9 (5) die Bedingungen erfüllen 



dy dx ' dz dy ^ dx dz ' 



• • 
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welche nach Aasführang der Differentiationen lauten 



' rp (dX 



(3) 



dxf dy dx '* 



dz 



\dz dy ) ^^ '^ dz ^ dy ^ 
\dx dz) dx 



dll 

Jz ' 



Mit Rücksicht auf diese Gleichungen folgen aus (1) 

dT ^(dX dY\ x^^a^tI 

^d^^^Vdv'^dx) . . ^ä7 + ^V 



dQ = Xdx+ 



dT 

dx 



-dy+ — 



dT 

dx 



'^'Uz+ 



j^ dx*" \dy dx/ j , ^j , ^-e? \dz dy I j , 
d^= ^Y^ dx+ Ydy+ — — ^-^ ^-rf^+ 



^y 



dy 



z^^--t(^—^^-^ z^^-\-t(^-^^—) 



d_T 

dz 



dT 

oz 

* 



wofür wir wegen 



dT ^ ^ - dx + ^ dy + ^ dz + 



dx 



dz 



auch schreiben können 



(4) 



dx 









_...], 
_...], 
_...], 



Die Gleichungen lassen sich mit Rücksicht auf (3) noch umformen. 
Die Function W, deren vollständiges Differential 

(5) dW=^-^- 

darstellt, ist nun nach § 9 nur von den augenblicklichen Werthen 
von rr, y, z, . , abhängig, nicht davon, wie der Körper in den Zu- 
stand X, y, z, . , gelangt ist Hat diese Function am Anfange irgend 
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welcher Zastandsänderungen den Werth Wq, so haben wir am Schlüsse 
derselben 



(6) W=W,-\-f^, 

und bestehen am Schlüsse die gleichen x^ y, z, . , . wie zu Anfang, 
so gilt für den durchlaufenen Kreisprocess 

(7) W==W„ /¥ = 0- 

In der mechanischen Wärmetheorie zieht man als dQ nur von 
Aussen zugeführte (dQ pos.) oder entzogene {dQ neg.) Wärme in 
Betracht und macht die Hypothese (nach Zeuner, Grundzüge der 
mechanischen Wärmetheorie, Leipzig 1866) oder nimmt in Con- 
sequenz eines hypothetischen Grundsatzes an (nach Claimus, Lehr- 
buch der Wärmetheorie I, Braunschweig 1876), dass für sogenannte 
umkehrbare Ztistandsänderungen, bei welchen unter Abstraction von 
äusseren Massenkräften die Oberflächenkräfte mit den inneren Kräften 
fortwährend im Gleichgewichte sind oder nur unendlich wenig von 
ihnen abweichen, T die absolute Temperatur ist. In diesen Fällen, 
welche bis jetzt allein bis zu brauchbaren Resultaten verfolgt wer- 
den konnten, wird W nach Clatisim Entropie genannt. Für einen 
umkehrbaren Kreisprocess ist die Aenderung der Entropie gleich Null. 



Aufgabe 41. Hanptgleiclmngen der mechanisclien Wärmetlieorle. 

Nach § 44. 

Auf die Oberfläche eines Körpers wirke lediglich ein gleich- 
massig vertheilter Normaldruck von N pro Quadrateinheit, während 
von Aussen Wärme zugeführt oder entzogen werden kann. Die in 
Aufgabe 40 abgeleiteten Gleichungen für dQ und T auf solche um- 
kehrbare Zustandsänderimgen anzuwenden, bei welchen die Aende- 
rung der virtuellen Energie U allein von den Aenderungen des 
Druckes N und Volumens V abhängig angenommen wird. 

Da jetzt als Energie dQ nur Wärme in Betracht kommt, so 
wollen wir dQ nicht in Arbeitseinheiten, sondern in Wärmeein- 
heiten oder Cdlorien messen, deren jede ^ Meterkilogramm enthält. 

Es ist dann in den bereits aufgestellten Beziehungen -^ an Stelle 

von dQ zu setzen und man hat nach der letzten Gleichung des § 44 

(1) ' dQ^A{dü+NdV\ 
worin 

(2) dS = — NdV 

Weyrauch, Aufgaben zur Theorie elast. Körper. 6 
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die Az1>m der Obttflifkenkrüie bedentec Gkickniig (1) könnoi 
vir sehreibai 

I>a nun nadi A« 40. '1 1 mh x = X^ 9 = y 
3 . dO^'A XdX -i-Ydr\ 

90 fcdgCD 

r3 f r ■ 

isnd likiacs 

cT cX ^ 

Mh diesem Werthe liefern die «sie Gleichimg A. 40, (3* 
mid die beiden enten deiefanngen A. 40, (4 1 



i^} 



dQ = ^ XdT+TdV)^ 
dQ = ^ {JdT — Tdy^. 



CV 

Die hishmgcn Gldchmigea and nicht mn die Beachiinkiing ge- 
banden, dass dQ lediglich eine Wirmemenge bedeatet. In letiteiem 
Falle jedoch ist fnr umkehrbare Zustandsindercngen T die absolnte 
TempciatGT und dies soll Ton jetzt an angenommen weiden. 

Als ^pen'/idcA« Warme an irgend einer Stelle einer Znstands- 
andenmg bezeichnet man das Yerhakni&s der (positiTm oder nega- 
tirai; Wirmeznfahr pro Gewichtseinheit zur Temperataranderong 
daselbst, also wenn wir in der Folge dQ^ dU auf die Gewichtsein- 
heit beziehen mid demgemass unter F das speciäsche Yolomen 
rerstehen: 

Spedell bei constantem F mid constantem 3^ hat man 

aber auch nach i Ti 

dQ = ^fXdT, dQ = ^TdT. 

Dah^" ergeben sieh 



(9) ^ = j:m' ^""XFr" 

Durch Substitution dieser Ausdrücke in (5) (6) (3) (7) entstehen 
folgende Formen dieser Hauptgleichungen: 

■^"^ dN r" bv) dV \^ dN/' 

AT = (c. — r ^ — ~ 

(10) dQ = ö,l^dN-\-c,^dV, 
dQ = c,dT-i-^^ATdV, 
dQ = c^dT~^ATdN. 

Da T = f{N, V) ist und also je zwöi der Grössen N, V, T 
die dritte bestimmen, so haben wir 



dN 



SN . 



dN="^dV+'^dT, 
dV=^dT + l^dN, 
dT^ 

Die beiden ersten Gleichungen liefern bei constantem N 

BN i 



.^dN+jydV. 



woraus allgemein 

\^^) dV dT dN ^• 

"Während die Energie U und Entropie W nur von den jewei- 
ligen Werthen Ton^, Fund ihren 
Aenderungen U — ü^, W — Wf, 

■während eines Üebergangs aus .-■^" ^X,^ 

N^, Vg in N, V nur von diesen Z,-''''""'^^^ 

Anfangs- und Endwerthen ahhän- " -■ ■ 

gen, kommt es für den Werth der 
Oberflächenarbeit 



'-/^ 



NdV 



auch darauf an, wie sieh während des ganzen Üebergangs N mit 
V geändert hat (Fig. 19). In der Wärmetheorie pflegt man die 
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negativ genommene Arbeit der Oberflächenkräfte (in vorstehender 
Gleichung den Integralwerth) als äussere Arbeit zu bezeichnen. 

Speciell fdr adidhatische Zustandsänderungen, bei welchen weder 
Wärme zugeführt noch entzogen wird, mögen die Differentiale durch 
S bezeichnet sein. Dann ergeben die drei letzten Gleichungen (10) 

mit dQ = 

( dN c. dN dT 



(12) 



SV c. dT dV» 

dV c dT 

V 



ST ATdN^ 

SN c dV 

n 



ST ~ AT dT' 
oder wegen (11) und der zweiten Gleichung (10) 

dN c^dN SV c^ dV SN c^ dN 

Schliesslich liefert (11) mit (13) 

^^^^ dV ST SN "" ^' 

Vom ersten Ausdruck (13) ist in § 100 Gebrauch gemacht.. 



Aufgabe 42. Wärmetheoretische Beziehungen für Gase. Nach § 44. 

Die in Aufgabe 41 abgeleiteten Hauptgleichungen der mecha- 
nischen Wärmetheorie für Gase zu specialisiren. 

Als Gase bezeichnen wir gasformige Körper, so lange für sie 
das MarioUe-Qay-lAissac' sehe Gesetz 

(1) pV^BT 

als gültig angenommen wird. Man hat dann für Gase 

^"^^ dp ~ B' dV '^ B' 

während der Druck N = p bei Abstraction von Massenkräften un- 
abhängig vom Orte und der Flächenstellung ist. Mit (2) liefern die 
vier letzten Hauptgleichungen A. 41, (10) 

(3) Cj, — Cr, = AR, 



(4) 



f dQ = ^(c,Vdp + CppdV), 



dQ = c,dT+ Apdy, 
\ dQ = CpdT—AVdp, 
Da aber nach § 44 oder A. 41, (1) auch 
(5) dQ^AdU+ApdV, 
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so ergibt der Vergleich mit dem zweiten Ausdrucke (4) die Aen- 
derung der virtuellen Energie 

c RdT d{pV) 

worin wie in der Folge stets Cp\Ct, =h gesetzt ist. 

Soll die erste Hauptgleichung A. 41 ^ (10) nach Substitution 
von (2) mit (3) im Einklänge stehen, so müssen Cpj c« für Gase 
constant sein, was die Erfahrung bestätigt. Wir erhalten also für 
einen üebergang von jp^, V^, Tq in p, F, T die Aenderung der 
virtuellen Energie 

die Arbeit der Oberflächenkräfte 

V 

(8) s=-fpdr, 

die ganze Wärmezufuhr 

(9) Q^c,{T-T,)+JpdV, 

und wegen 

(10) ¥ = ^(Fdi» + Äi)rfF), 

die Aenderung der Entropie 



(11) 



W— W^ = c\o^ 



pV 



Speoielle Fälle. Vorstehende Formeln liefern beispielsweise bei 
constantem Drucke p 



(12) 



r:r^ = T:T, 







0» 



U 



Z7o = f (T-T„), 

'Sf=l>(Fo-F) = iJ(T„-n 
Q = c, (T - To) ; 
bei constantem Volumen V 



(13) 



Ä 
5 = 0; 
bei constanter Temperatur T 

ßF = i)oFo, 
(14) I ü--üo = 0, 



.u- Oo = J(T-ro) = J 



S = BTlogn ^ = ijriogn !-• 



Pt> 
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Für adiabatische Zustandsänderungen erhält man nach der ersten 
Gleichung (4) 



woraus 



p ^ '^ V ^' 
logni? F* = Const., 



und damit auch 

(15) pF* = = PoFo*. 

Von dieser Gleichung (Poisson'sches Gesetz) wurde in § 95 Gebrauch 
gemacht. Wir können nun auch schreiben 

Poy.~\y) ' 

und erhalten dann mit Rücksicht auf (1) 



* — 1 



Schliesslich folgt 

dU pdV ^ 



N ' / xPo 

d (p V) 
} 

n 



(H) r.-£,_5-i^[l-(^)*-]-Aji[,_(i) ' 

wie wir schon aus Aufgabe 37 entnehmen konnten. 

Die Anwendung der Gleichungen der vorigen Aufgabe auf 
Dämpfe findet man ausführlich in den am Schlüsse der Aufgabe 37 
citirten Werken von Zeuner und Grashof^ die Specialisirung für über- 
hitzte Dämpfe der Zustandsgieichung p{y — S) <= Rt (§96) in 
Weyrauch^ s Theorie der überhitzten Dämpfe ^ Zeitschr. deutsch. In- 
genieure 1876 und separat, Berlin bei Amelung. Ueber bisherige 
Untersuchungen der Energie und Entropie siehe Clatisitis, Lehrbuch 
der Wärmetheorie I, Braunschweig 1876; B. Bühlmann, Handbuch 
d. Wärmetheorie I, Braunschweig 1876; Planck^ die Gleichgewichts- 
zustände isotroper Körper, München 1880. 



Aufgabe 43. Navier'sche Biegnngsformel. Nach § 47. 

Ein Stab mit anfänglich gerader Schwerpunktsaxe werde durch 
irgend welche Kräfte so gebogen, dass jene Stahaxe in einer Ebene 
bleibt und die durch dieselbe gehende Schicht senkrecht zur Stab- 
ebene nach wie vor eine der letzteren senkrechte Gylinderfläche bildet, 
die Flächenelemente aber, welche anfangs einem ebenen Querschnitte 
anlagen, auch schliesslich eine Ebene ausmachen. Das Stabmaterial 
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sei homogen und besitze in allen betrachteten Punkten Elasticitäts- 
axen parallel der Stabaxe. Es soll eine Beziehung zwischen der 
Axkrümmung und dem Momente der erzeugenden Kräfte hinsicht- 
lich der Axschicht unter der Voraussetzung abgeleitet werden^ dass 
nur die der Stabaxe parallelen Flächenkräfte in den Querschnitts- 
elementen von wesentlichem Einflüsse auf die Biegung sind^ die 
Kesultante dieser Componenten für je einen ganzen Querschnitt gleich 
Null ist und Temperaturänderungen nicht in Frage kommen. 

Da in jedem Querschnitte zwei Flächen zusammenhängen, welche 
von gleich grossen und entgegengesetzt gerichteten Kräften afficirt 
werden, so versteht es sich von selbst, dass Ausdrücke wie Quer- 
schnittskräfte, Querschnittsmomente, Resultante der Schnittkräfte etc. 
hier und in der Folge nur auf die eine der beiden Flächen zu be- 
ziehen sind. Wir denken uns vor Eintritt von Spannungen zwei 
Querschnitte geführt, deren einer x heissen soll, während der zweite 
dem ersten unendlich nahe liegt. Diese anfänglich parallelen Quer- 
schnitte bilden nach der Biegung convergirende Ebenen. Es ver- 
halten sich also die Längenänderungen der zwischenliegenden Faser- 
abschnitte parallel der Stabaxe und damit nach § 47 auch die 
erzeugenden Spannungen, wie ihre positiven oder negativen Ab- 
stände V von derjenigen innerhalb oder ausserhalb des Stabes ge- 
legenen Schicht, für welche der Abstand der Querschnittsebenen 
ungeändert geblieben ist. Man nennt dieselbe neutrale Schicht und 
ihre Durchschnittslinie mit der Stabebene neutrale Axe. Es mögen 
nun Fasern vom anfänglichen Querschnitte 1 bei v, 1 Zug- oder 
Druckkräfte 6, 6^ entsprechen, dann hat man (Fig. 20) 

(1) <J : <?i s= v : 1, 6 = V6^, 

Für eine Faser vom Querschnitt dF ist die Kraft tijFmal so gross 
und für den ganzen Querschnitt x jr 

der anfänglichen Grösse F folgt die 
Flächenkraft parallel der Stabaxe 



fl 



e' 



Nx-^^xfv 



dF. 



Da aber diese Kraft gleich sein 
soll und 6^ im Allgemeinen von 
verschieden ist, so erhalten wir 



UtiUraZe 






(2) 



r^dF=o. 



-< — 
■< 



^TT 



D 



SthicfU 



Eig. 20. 



Das Integral drückt das statische Moment des anfänglichen Quer- 
schnitts X in Hinsicht der neutralen Schicht aus und Gleichung (2) 
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sagt: Die neutrale Schicht fällt mit der Axschicht und die neutrale 
Axe mit der Stabaxe zusammcfti. Letztere pflegt man nach der Bie- 
gung auch elastische Linie zu nennen. Da 6y N^ parallel der Stab- 
axe oder senkrecht dem anfänglichen Querschnitte x wirken, so 
wollen wir 6 als Normalspanming bei v und Nx als restdtirende 
Normalkrafl oder kürzer Axialkraft (gleich Null) für den Querschnitt 
X bezeichnen. Nach (1) treten die Grenzwerthe der Normalspaunung 
in den nach beiden Seiten am weitesten von der neutralen Schicht 
entfernten Fasern ein. 

Jede Normalkraft 6dF erzeugt hinsichtlich der Axschicht ein 
Moment 6 dF • v. Das Gesammtmoment aller dieser Kräfte für den 

u er schnitt x ist 




Der Werth 
(3) 



'x = fodF'V^^^a^fv'dF. 



® = /V 



dF 



heisst das Trägheitsmoment des Querschnitts F hin- 
sichtlich der Axschicht, wir können setzen 



(4) 



M^ = 0^® = -®. 



Ist E der Elasticitätsmodul und A vorübergehend 
die Aenderung der Faserlänge ds in Entfernung 
1 von der neutralen Schicht, so hat man nach § 47 

X\ds==6^:E^ 

^*** ^** aber auch, wenn q den Krümmungsradius der 

elastischen Linie beim Querschnitt x bezeichnet (Fig. 21) 

A : c?s = 1 : (>. 

E 



Daher folgt 

(5) 

und nach (4) das Biegungsmoment 



^1 = y 



(6) 



Jf.= 



E& 



Denken wir uns nun in der Stabebene ein rechtwinkliges Coor- 
dinatensystem angenommen und bezeichnen die schliesslichen Coor- 
dinaten eines Punktes der Stabaxe durch rc, y, so liefert die DiflFe- 
rentialrechnung für den Krümmungsradius bei x 



Q= — 
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Wir erhalten damit als Differentialgleichung der elastischen Linie 

Für den Fall, dass die Abweichungen der elastischen Linie von einer 
Parallelen zur a;-Axe so klein sind, dass (^) gegen 1 vernach- 
lässigt werden kann, entsteht die einfachere Gleichung 

(8) M.= -E®^. 

In Aufgabe 56 wird sich zeigen, dass (6) (8) auch noch gelten, 
wenn eine Axialkraft Nx und für je einen ganzen Querschnitt gleich- 
massige Temperaturänderungen zugelassen werden. 

Die hier entwickelte Biegungsformel wird gewohnlich nach 
Navier benannt, der zuerst ihre praktische Bedeutung erkannte und 
sie mit nachhaltigem Erfolge zum Ausgangspunkte einer technischen 
Theorie der Biegung gerader Stäbe machte (Resume des le^ons 
donnees ä Tecole royale des ponts et chaussees, Paris 1826). In 
der Form 

wurde Gleichung (6) zuerst von Jacob Bernoülli aufgestellt (Acta 
eruditorum, Leipzig 1694) und schon von Euler zum Gegenstaude 
ausführlicher Untersuchungen gemacht (De curvis elasticis im An- 
hange seines Werkes Methodus inveniendi lineas curvas, Lausanne 
und Genf 1744). Während die technische Mechanik vorwiegend 
kleine Biegungen zu berücksichtigen hat und dann von Formel (8) 
ausgehen kann, findet man die ausführliche Behandlung eines Falles 
beliebig grosser Biegungen auf Grund der Formel (7) in Saalschüte, 
der belastete Stab unter Einwirkung einer seitlichen Kraft, Leipzig 
1880. 

Aufgabe 44. Schnittkräfte von Balken. Nach § 47. 

Ein anfänglich gerader oder einfach gekrümmter Stab sei in 
einer die Schwerpunktsaxe enthaltenden Ebene beliebig belastet und 
so gestützt, dass nur bei einer Stütze horizontaler Bewegung wider- 
standen wird (Balken). Es sollen für einen beliebig geformten 
Schnitt X durch den Stab die resultirende Horizontalkraft H^, die 
resultirende Verticalkraft Vx und das resultirende Moment Mx der 
Schnittkräfte hinsichtlich der Stabaxe ausgedrückt werden. 

Wir nehnjen in der Stabebene ein Coordinatensystem mit hori- 
zontaler a;-Axe in fester Lage gegen die anföngliche Gruppirung der 
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Stabpunkte an und beziehen die Abscissen x auf die Punkte der 
schliesslichen Schwerpunktsaxe. Als Schnitt x werde ein beliebig 
geformter Schnitt durch den Punkt x bezeichnet^ sodass wir Schnitte 
X, 0, ly , , von den Abscissen Xy 0, ly . . im Allgemeinen zu unter- 

j^ scheiden haben. In jedem solchen Schnitte 

hängen zwei Flächen zusammen, welche von 
Kräften und Momenten gleicher Grosse aber 
eni^egengesetzter Richtung afßcirt werden. 
Um bezüglich der Vorzeichen consequent 
zu sein, werden wir die von der Fläche 
links von x (Seite der abnehmenden Ab- 
scissen x) her wirkenden Kräfte und Mo- 
mente als Hxy Vxy Mx ausdrücken und 
dieselben als positiv bezeichnen, wenn sie 
die in Fig. 22 angedeuteten Richtungen ha- 
ben. Da der Stab nur von verticalen Activ- 
kräften ergriffen und bei allen Stützen bis auf eine horizontal ver- 
schiebbar ist, so liefert die Gleichgewichtsbedingung „Summe aller 
äusseren Horizontalkräfte gleich NuU^' in Anwendung auf den ganzen 
Stab, dass auch bei der letzten Stütze keine Horizontalreaction auf- 
tritt und in Anwendung auf den Stabtheil links von Schnitt x, dass 
allgemein ist 




Fig. 22. 



(1) 



Ä. = 0. 



Man betrachte nun einen Stababschnitt zwischen zwei auf- 
einander folgenden Stützpunkten vom Horizontalabstand {. Ursprung 
der Coordinaten in der Verticalen durch einen der letzteren, also 
für den andern x = 1, Alle äusseren Kräfte, inclusive der verti- 
calen Stützenreactionen, welche links von Schnitt und rechts von 
Schnitt l wirken, kann man sich ohne Störung des Gleichgewichts 
zweimal und entgegengesetzt in den Flächen links von und rechts 
von l angebracht denken. Von links des Schnittes her wirkt dann 
auf unseren Stababschnitt ein resultirendes Moment M und eine 
resultirende Vertikalkraft, welch letztere aber durch einen gleich 
grossen Theil der Stützenreaction bei aufgehoben wird und des- 
halb für die Oeffnung l nicht in Betracht kommt. Von rechts des 
Schnittes l her wirkt ebenfalls ein Moment, welches mit — M' be- 
zeichnet sein soll (womit obigen Festsetzungen entsprechend für 
X = lj Mx = M! ist) und eine Verticalkraft, die durch einen gleich 
grossen Theil der Stützenreaction bei l aufgehoben wird. Die Be- 
lastung innerhalb der Oeffiiung l muss sich mit den Stüt^enmomenten 
My — M' ins Gleichgewicht setzen und erzeugt dabei ebenfalls An- 
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theile der Stützenreactionen bei und J, welche A, Ä heissen 
mögen. 

Fassen wir jetzt in der betrachteten Oef&iung an beliebiger 
Stelle einen Schnitt x ins Auge. Bei beliebigen Abscissen CLiyO^yd^y" 




Fig. 83. 



greifen die Lasten P^, Pg, P3, . . an, wobei die P auch Lastelemente 
bedeuten und aufeinander folgende a nur um Differentiale verschie- 
den sein können. Es folgen dann die resultirende Verticalkraft und 
das resultirende Moment der äusseren Kräfte links vom Schnitt x 



(2) 



(3) 



V.^A-^P, 







X 



M^ = M+Ax -V P (x — a\ 



worin die Grenzen der Z Schnitte, nicht Abscissen bezeichnen, was 
nur im Falle verticaler Schnitte auf eins hinauskommt. Die letzte 
Gleichung lautet iiir x = 1 



M' = M+Äl-yjP{l — a), 



woraus 
(4) 



^=T 



M'-M-\-^ P(l — a) 



= n- 



Substituirt man diesen Werth in (2) und beachtet, dass bei x = 1 
der Verticalkraft Vx durch Ä' das Gleichgewicht gehalten wird, 
so folgt 



(5) 



^ l 



M — M' + yj Pa 







F,. 



Die Addition der beiden letzten Gleichungen liefert 



(6) 



Ä-\-Ä'=^p^v,-r,, 
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was besagt, dass die Summe der Yerticalreactionen gegen einen Stab- 
theil gleich der Belastung des letzteren ist. Durch Substitution 
von Ä nach (4) in (2) (3) entstehen die mitunter bequemeren Formeln 



(7) 



M' - M-^ Pa+^ P(l-a) 

X 



(8) M, = 



l — X 




+ 



X 

T 



M+^PQ 



a) 



Setzen wir nun den gewöhnlichen Fall voraus^ dass mit Rück- 
sicht auf die verticale Stellung oder verhältnissmässig kleine Hori- 
zontalprojection der Schnitte^ die Summengrenzen in obigen Glei- 
chungen als Abscissen angesehen werden dürfen. Dann liefert (3) 
durch Differentiation (Aufgabe 2) 



(9) 



dx 



A-^p^r.. 



In jedem Schnitte x ist der DifferenOaJqtwtient des Moments gleidi der 
Verticalhraß. Nach (2) ändert sich die Verticalkraft mit wachsen- 
dem X fortwährend in negativem Sinne, sie durchschreitet den Werth 
Null bei demjenigen Punkte 



(10) 



X 



W, 



wo 



2 



A 



und die Grenzwerthe von Vx treten als A und — Ä stets bei den 

Stützen ein. Das Mo- 
M\ ment nimmt nach (9) 

mit wachsendem x so- 
lange ab; als Vx positiv 
ist, es erreicht bei x^=m 
sein Maximum und än- 
dert sich dann in nega- 
tivem Sinne, sodass die 
Grenzwerthe von Mx als 
M, Mmy M bei den 
Stützen und dem Maxi- 
malmomentenpunkte m 
eintreten. Trägt man 
bei jeder Abscisse x die 
entsprechenden Werthe 
von Vx, Mx als Ordinaten auf, so entstehen Curven der Vertical- 
kräfte und Momente (Fig. 24). Gleichung (9) sagt: An jeder Stelle x 
ist die Tangente des Neigungsmnkels der Momentencurve gleich der 
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Verticalkraft Zwischen je zwei aufeinander folgenden P bildet die 
Curve der F» den Absatz einer Treppe und die Curve der Mx eine 
gerade Strecke. Ist die Belastung auf einer Stabstrecke stetig ver- 
theilty so werden daselbst die Absätze der ersten und die geraden 
Strecken der zweiten Curve unendlich klein, bei gleichmässig ver- 
theilten Lasten beispielsweise erhalten wir eine geneigte Gerade und 
eine Parabel. 

Aufgabe 45. Elastische Lini« transversal belasteter Balken. 

Nach § 47. 

Ein Stab mit anfänglich horizontaler Schwerpunktsaxe, durch 
welche eine verticale Symmetrieebene geht, sei in letzterer beliebig 
belastet und so gestützt, dass nur bei einer Stütze horizontaler Be- 
wegung widerstanden wird {Balken). Das Stabmaterial ist homogen 
und besitzt in allen Punkten Elasticitätsaxen parallel der Stabaxe. 
Es soll für den Fall kleiner Biegungen die Gleichung der elastischen 
Linie aufgestellt werden. Gleichmässige Temperaturänderungen für 
je einen ganzen Querschnitt sind zugelassen. 

Wegen der vollständigen Symmetrie von Stab, Belastung und 
Stützung hinsichtlich der Stabebene wird die elastische Linie eine 
in jener Ebene liegende Curve einfacher Krümmung. Wir denken 
uns in der Stabebene ein rechtwinkliges Coordinatensystem von fester 
Lage gegen die anfängliche Gruppirung der Stabpunkte angenommen 
und beziehen die Coordinaten a;, y auf die Punkte der schliesslichen 
Stabaxe oder elastischen Linie. Als Querschnitt x werde ein den 
Punkt Xy y enthaltender Schnitt durch den Stab bezeichnet, welcher 
anfänglich senkrecht der Stabaxe war. Für diesen Querschnitt sei 
Mx das Moment der schliesslichen Flächenkräfte parallel der Stab- 
axe hinsichtlich des Punktes x, y. Da bei der innerhalb der Elasti- 
citätsgrenze bleibenden geringen Deformation des anfänglich senk- 
recht der Axe stehenden Querschnitts die Componenten der Flächen- 
kräfte senkrecht der Stabaxe ein in Betracht kommendes Moment 
hinsichtlich des Querschnittspunktes x, y nicht erzeugen, so können 
wir Mx als das Gesammtmoment der schliesslichen Flächenkräfte 
im Querschnitt ansehen. 

Es werden nun die x-Axe horizontal und die Biegungen so 

klein vorausgesetzt, dass i^) gegen 1 zu vernachlässigen ist. Dann 
hat man nach A. 43, (8) 
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Wir betrachten ein Stabstück zwischen den um l entfernten Verti- 
calebenen durch zwei aufeinander folgende Stützpunkte^ welches 
bei nur zwei Stützen gewöhnlich den ganzen Stab darstellen wird. 
Ursprung der Coordinaten in einer jener Verticalebenen. Für x = 
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Fig. 26. 



und l sollen y und die Tangente des Neigungswinkels q> = (sx) der 
elastischen Linie durch Cj c^ und ß, §t bezeichnet sein. Aus (1) 
folgt durch Integration die Tangente des Neigungswinkels bei x 



(2) 



dy 
dx 






dx, 



und hieraus durch nochmalige Integration die Gleichung der elasti- 
schen Linie 



(3) 



y=c + ßx 



SB X 





Um die Integration ausführen zu können, muss Mx : 1S,& als Function 
von X gegeben sein. 

Fassen wir den gewöhnlichen Fall ins Auge, dass J5?® inner- 
halb l constant ist. Da nach A. 44, (3) 

X 

Mx = M+Ax —^ P{x-a), 



und hierin der kleinen Deformationen wegen die Summengrenzen 
als Abscissen aufgefasst werden können, so ergeben sich mit Rück- 
sicht auf A. 44^ (2) 

X 





X 



j dx I Mxdx = 



M^ + Ä^-^^Pix-af, ^ 







-So- 
und gehen (Ö) (3) in die folgenden Gleichungen über: 

dy 



(4) 



-ß-^[^Mx+A<^-'2Pi?=-'^y\, 



y = c+ßx- ^[bMo^ + Är> -^ P(x — o)»]. 



Die elastische Linie verläuft demnach stetig^ doch ändert sich das 
Curvengesetz unter jeder concentrirten Last und bei stetig ver- 
theilten Lasten überall da, wo sich das Gesetz der Vertheilung 
ändert. Die in solchen Punkten zusammenhängenden Curventheile 
haben daselbst eine gemeinschaftliche Tangente. Da für x = 1, 

y = c , ^ = /J'y so folgen aus (4) die Neigungswinkeltangenten 

der elastischen Linie bei und l 



ß^-ß-^[2Ml + AP-^P{l-ayl 



woraus nach Substitution des in Aufgabe 44 für unseren Fall er- 
haltenen Werthes 

(5) Ä=^^[]ir-M+^p(i-d)l 



(6) 



ß=='^ + ^[M'l + 2Ml+^y;Pa(l-a){2l-a)l 





I 



ß^='-^-^[m^2M'l+±^Pa(l-a){l + a)]. 



Selbstverständlich muss die Verschiedenheit der c, c innerhalb 
der durch die Voraussetzung bezüglich _der Kleinheit der Biegungen 
gezogenen Grenzen bleiben. 

Als EinsenJcung f an irgend einer Stelle x innerhalb l bezeichnet 
man die verticale Abweichung der elastischen Linie gegen die Ver- 
bindungsgerade der l begrenzenden Stützpunkte (in der Stabaxe) 

(7) f=y — c — ^-^x. 

9 

Es folgt daraus für den Ort der Maximaleinsenkung 

(8) x=>e, wo ||-^^ = 0. 

Die Maximaleinsenkung liegt da, wo die Tangente an die elastische 
Linie parallel der Verbindungsgeraden der Stützpunkte und l iist. 
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Dass die Navie/sche Formel im Falle unserer Aufgabe an- 
nähernd richtige Resultate liefert, ergeben nicht nur genauere Un- 
tersuchungen specieller Fälle, bei welchen die Mantelfläche des Stabes 
von äusseren Eraflen frei war (Saint- Yenant'sches Problem, zuerst 
behandelt von SakU-Venant, LiouTÜIe's Journal 1856) oder ein un- 
endlich kleiner Querschnitt die Voraussetzung bildete (Eirchhoff's 
Problem, zuerst behandelt Ton Kirchhoff, Crelle's Journal 1859), son- 
dern mit noch mehr Crewicht eine den Verhältnissen der Ii^enieur- 
praxis Rechnung tragende Arbeit Yon Pochhammer (Untersuchungen 
über das Gleichgewicht des elastischen Stabes, Kiel 1879) und zahl- 
reiche praktische Erfahrungen« Pochhammer lässt äussere Kräfte 
auch auf die Mantelfläche zu, betrachtet die Querdimensionen q des 

Stabes als kleine Grossen gegenüber dessen Länge l, also (-y- j als 

kleine Grosse n^ Ordnung gegen 1 und findet durch gehörige Classi- 
fication der in den allgemeinen Gleichungen auftretenden Grossen, 
dass die Nayier'sche Gleichung sammt den ihr zu Grunde liegenden 
Anschauungen in erster Annäherung zutreffen. Grossere Genauig- 
keit ist aber praktisch überhaupt nicht erreichbar. 

Die Integration der Navier'schen Gleichung für eine Reihe 
specieller Fälle haben schon Euler und Kavier in den firnher citirten 
Schriften gezeigt. Die obige Gleichung der elastischen Linie für 
beliebige Belastung und eine entsprechende für sprungweise yer- 
änderliches ES gab der Verfasser in der Zeitschr. £ Math. u. Phys. 
1873 zugleich mit dem in Aufgabe 2 Yorgefuhrten einfachen Lite- 
grationsverfahren. Für die Berechnungen des Ligenieurs genügt fast 
immer die Annahme eines constanten ES, da selbst bei starker 
Veränderlichkeit dieses Werthes (beispielsweise zwischen dem Ein- 
fachen und Doppelten) nur ausnahmsweise Differenzen bis zu einigen 
Procent der genaueren Resultate entstehen {WeyraucJhy AUg. Theorie 
u. Berechnung d. continuirlichen u. einfachen Träger, Leipzig 1873). 

Anfgabe 46. Verschiedeiie transTersal belastete Balken. 

Nach § 47. 

Es sollen die in den beiden letzten Aufgaben erhaltenen Be- 
ziehungen auf eine Anzahl häufig vorkommender Fälle angewandt 
werden. ^ 

Um die Gültigkeit der Formeln nicht unnöthig zu beschränken, 
gestatten wir dem anfanglich geraden Stabe auch abgesehen vom 
Einflüsse der Belastung Abweichungen g^en die Horizontale, welche 
jedoch bei Anwendung der Gleichungen for die Formänderungen so 
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klein sein müssen^ dass i^J gegen 1 vernaclilässigt werden kann. 

Eine allgemeinere Behandlung von Balken folgt in Aufgabe 54. 

a) Balken mit einem festgeklemmten und einem freischwebenden 
Ende. (Fig. 26.) Ursprung der Coordinaten im Schwerpunkte des 
Einklemmungsquerschnitts, Schnitte und l letzterem und dem 
freien Endquerschnitte ent- 
sprechend^ so dass M\ Ä Jif 
gleich Null werden. Es gel- ^ 
ten die Gleichungen der Auf- "^ 
gäbe 44^ die sich theilweise 
wesentlich vereinfachen. Aus ^ 

A. 44 (5) (4) folgen das ^ig. »c. 

Stützenmoment und die Yerticalreaction der Stütze 

i i 

(1) M=-^Pa, Ä^^P, 



und aus A. 44 (8) (7) das Moment und die Yerticalkraffc im Quer- 
schnitt X 

i i 

(2) M^^-^Pia-x), r.-^^R 

X X 

Nach A. 45 (7) (4) ist die Einsenkung oder verticale Ab- 
weichung gegen die Lage im spannungslosen Zustande bei x 



(3) f= - ^[bM^ + Äx' ^ yj Pix-af], 



und die Maximaleinsenkung bei x ^^l 

(4) ^^f^^^P^'i^i-^)- 



Beispielsweise erhalten wir für eine Einzellast P am freien Ende 

(5) «^"/"^sW' 

und für eine auf die ganze Stablänge gleichmässig yertheilte Last 
von q pro Längeneinheit mit P ^== qda (Aufgabe 3) 

b) Balken mit frei drehbaren Enden. (Fig. 27.) Ursprung der 
Coordinaten in einem Endquerschnitt, Schnitte und l durch beide 
Endquerschnitte, so dass M, M zu Null werden. Die Gleichungen 
der Aufgabe 44 vereinfachen sich wesentlich. Beispielsweise er- 
halten wir die Stützenreactionen 

Wbyuauch, Aufgaben zur Theorie elast. Körper. 7 
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I 



(7) A^^yjPil-a), A' = ^yjPa, 



während das Moment und die Yerticalkraft im Qnerschnüt x 

r I 



(8) 



M,^Ax-^P(x-a)^'-^^Pa+^^P(l-a), 



r,^A-^P = l.^Pil-a)-±2!P'*- 

X 

Nach A. 45^(7) (4) ist die Einsenkimg oder verticale Abweichong 
gegen die Yerbindmigsgerade der Stützpunkte bei x 

(9) f={ß-\)x-^[Ax>-^P{x-ayl 



und der Ort der Maximaleinsenknng 

(10) x = e, wo ß-^--^[Ax'-^Pix-ay]=0. 



In beiden Gleichungen ist ßj die Tangente des Neigmigswinkels der 
elastischen Linie bei 0, bestinmit durch 

(11) /J_^ = ^j^P«(/_a)(2i_a). 



Speciell wenn der Stab zur Yerticalen durch x = -^ symmetrisch 

Ja 

^ jp belastet ist, hat man, wie 

^ sofort klar und leicht zu be- 

weisoi (siehe unten) e^=^ —, 

mit welchem Werthe yon x 
«g«. und (7) (11) aus (9) nach 

einfacher Beduction folgt 

(12) max /•= -^ 2! ^« (3P - *«*)• 



Liegt gerade bei e eine endliche Last P, so ist dem Begriffe unserer 
symmetrischen Belastung entsprechend nur die Hälfte derselben in 
(12) einzuführen, wonach z. B. für eine Einzellast in der Stabmitte 

während für eine auf die ganze Stablänge gleichmässig vertheilte 
Belastung Ton q pro Längeneinheit mit P^^ qda 

(14) '^'^f=s^' 
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c) Balken mit festgeklemmten Enden. (Fig. 28.) Ursprung der 
Goordinaten im Schwerpunkte eines der Einklemmungsquerschnitte, 
Schnitte und l beide Einklemmungsquerschnitte. Es sind M, M' 
statisch unbestimmt und aus den Formänderungen abzuleiten. Da 
nach A. 45^ (6) die Tangenten der unbekannten Einspannungswinkel 
sich ausdrücken 

ß=j + ^[M'l + 2Ml + j-^Pa(l-a)(2l-a)], 





SO folgen durch Auflosen die Stützenmomente 



(15) • 



M 



= -j^^Pa(l-ay + {2ß + ß'-'-f) 



3c\ 2E© 



l 



M 



= - i^ ^""^ G - «) - (2 ^' + ^ - t) 



3c\ 2^0 



l 



nnd für /5 = /5' = -r , wie dies bei Einspannung mit gerader Axe 
zutrifft, 

(16) M=- ^^ Pa (l - a)\ M \^ Pa^ (l - a). 



Mit diesen Jf, M' gelten die Gleichungen der beiden letzten Auf- 
gaben. 

i 




%f^ 

'^i 




Fig. 88. 



-«)'], 



Für die Einsenkung bei x hat man 
(17) f^[ß-i-^x-^\^M^-^A^-^P(, 



und für den Ort der Maximaleinsenkung 

X 
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Ist /J = /S' «=s y und der Stab zur Verticalen durch die Mitte 

symmetrisch belastet, so hat man, wie unmittelbar klar und leicht 

zu beweisen (siehe unten)^ ^ aa — und substituirt man diesen Werth 

von X zugleich mit A nach A. 44 (4) und M nach (16) in (17); 
so folgt nach Beductiou 



(19) 



•"«/'=i4i«2'^"'(^^-*«>- 



Liegt bei e eine endliche Last P, so ist in (19) nur die Hälfte dei^ 
selben zu berücksichtigen, wonach z. B. f&r eine Einzellast in der 
Stabmitte entsteht 

PI* 



(20) 



max /*= 



192 J^e 



während für eine auf die ganze Stablänge gleichmässig yertheilte 
Belastung von £ pro Längeneinheit wird ^ 



(21) 



max f 



ql^ 



SUES 



d) Balken mit eineln festgeklemmten und eiinem frei drehbaren 
Ende. (Fig. 29.) Ursprung der Coordinaten im Schwerpunkt des 

Einklemmungsquerschnittes, 
Schnitte und l durch letz- 
n;:^ teren und den Endquerschnitt. 
SO dass M! = wird. Es bleibt 
das statisch unbestimmte M aus 
den Formänderungen zu be- 
stimmen. Da nach A. 45 (6) 

Fig. 89. 






und hierin ß bekannt ist^ so folgt das Stützenmoment 
(22) M=-^,yjPa(l-a)(2l-a) + {ß-'j) 



SEG 



und für /5 == y , wie es bei Einspannung mit gerader Axe zutrifft^ 



(23) 



M 



= -^.^Pa(l-a)(2l-a). 



Mit den hier gegebenen M, M' gelten die Gleichungen der zwei 
letzten Aufgaben. 
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Die Einsenkung bei x und die Bedingung für die grosste Ein« 
Senkung sind durch (17) (18) bestimmt. Für eine auf die ganze 
Stablänge gleichmässig vertheilte Belastung von g pro Längenein; 
heit beispielsweise folgen 

(24) e = 0,578 1, max /" = 0,0054 1|- • 

Ableitung der Formeln (12) (19). Ist der Stab zur Mitte sym- 
metrisch belastet, dann hat man für je zwei symmetrisch liegende 
Lasten P, P' 

l — a^=^c[^ 

womit im Falle b) allgemein und im Falle c) für j8 = /J' =» — 



Da femer für P, F 

Pa (l - a) (21 — a) + Pa (l - oT) (21 — a) == UPa (l - a), 
so folgt aus (11) 

T 



ß-7-^2^^^-^^' 





Mit den so berechneten Ä, ß erhalten wir für oc = — 



d. h. die Bedingung (10) ist für c = -g- erftlllt. Durch Substitution 

der gefundenen e,Ä, ß geht (9) in (12) über. — Da für symmetrisch 
liegende P, P' auch 

Pa (l — df + Pa' (l - aj = IPa (l - a), 
so wird nach (16) 



Mit den gefundenen Ä, M und /? "= j folgt für a; = -g- 



sodass c = 4- is* ™<i iX^) "^ (1^) übergeht 
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Aufgabe 47. Stfltzenmomente continiiirlielier Balken. Nach § 47. 

Ein Stab mit anfönglich gerader Schwerpunktsaxe sei in be- 
liebig vielen Punkten der letzteren so gestützt, dass nur bei einer 
Stütze horizontaler Bewegung widerstanden wird. Die Enden können 
festgeklemmt oder frei drehbar sein. Es soll die in Aufgabe 45 
abgeleitete Gleichung der elastischen Linie zur Berechnung der in 
den Beziehungen der Aufgabe 44 vorkommenden statisch unbe- 
stimmten Stützenmomente My M verwendet werden. 

Die Indices bei mehr als zwei Stützen seien wie in Fig. 30 
gewählt, dann sind die Indices in der Umgebung einer beliebigen 
Stütze r der Fig. 31 entsprechend. Da wir hier mit verschiedenen 
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Fig. SO. 











Oefihungen l gleichzeitig zu thun haben, so soll sich ^^ auf alle 

r 

Lasten in der Oeffiiung Ir beziehen, also beispielsweise ^ P die 

i 
Gesammtlast ^. P in l = lr bedeuten. 



Ueber jeder Stütze r kann man die Tangente des Neigungs- 
winkels der elastischen Linie einmal als ß' der vorhergehenden 
Oeffnung Ir — i und einmal als ß der folgenden Oeffnung Ir aus* 
drücken. Man erhält so nach A. 45 (6) 



^;-i = - 



c^ — c 



r— 1 



V — 1 



r — 1 



ßr^ 



^r+1 "~ ^r 



+ em [^r + ilr + 2Mrlr + ^^ Pa {l - O) (21 - «)]. 

r 

Durch Gleichsetzen beider Ausdrücke entsteht die Relation zwischen 
den Momenten über drei auf einander folgenden Stützen: 
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(1) 



Mr-llr-l + 2Mr(lr-t + h) + Mr+ilr 



r — 1 



+(^^+^^1?^) 



&Ee, 



während die obigen Formeln fttr r = und r — 1 =i n liefern 



(2) 



+ (^0 - ^^) &E®, 



6E@. 



Diese letzten Gleichungen, welche übrigens nur specielle Fälle 
von (1) bilden, kommen zur Verwendung bei continuirlichen Balken 
mit festgeklemmten Enden. Bei frei drehbaren Enden gelten die- 
selben natürlich auch noch, dann sind aber Mq, JM» 4. i gleich Null 




und es genügen zur Bestimmung der n Momente über den Zwischen- 
stützen ebenso viele Gleichungen der Form (1). Nachdem die Stützen- 
momente berechnet sind, lassen sich sämmtliche Gleichungen der 
Aufgaben 44, 45 anwenden. Für die Stützenreactionen hat man 

(3) Bo = A; Br^A'r^i + Ar, i?. + i = X, 

worin Är^ Ar die A, Ä der Oeffiiung Ir bedeuten. 

Glapeyron'sche Formeln. Es sei die Belastung auf die ganze 
Länge je einer OelShung gleichmässig vertheili Dann werden mit 
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^ Pa(l-a)(l + a) = q /a(l-a)(l + a)da^ ^, 

•/ 



I 



und die Gleichungen (1) (2) gehen über in die folgenden 

( Mr^llr^l + 2Mr{}r^l + Ir) + -Mr+l^r 
1 






n + l 



— C. 



^ n 

Diese Formeln wurden für den Fall gleicbhoher Stützen^ also ab- 
gesehen von dem Gliede mit E®^ zuerst von Clapeyron gegeben, 
Gomptes rendus 1857. Die Berücksichtigung der Stützhohendiffe- 
renzeU; welche in praktischen Fällen auch unbeabsichtigt entstehen 
und wesentliche Aenderungen der Spannungen bewirken können, 
rührt unseres Wissens von Kopke her, die allgemeinen Gleichungen 
(1) (2) hat der Verfasser abgeleitet: Allgemeine Theorie und Be- 
rechnung der continuirlichen und einfachen Träger, Leipzig 1873. 

Aufgabe 48. Directe BereehnniLg Ton Stützenmomenten 
continnirliclier Balken. Nach § 47. 

Es soll gezeigt werden, wie man einzelne Stützenmomente con- 
tinuirlicher Balken mit frei drehbaren Enden ohne Rücksicht auf 
die übrigen berechnen kann. Das Verfahren ist dann zur Auf- 
stellung der Formeln für die Stützenmomente symmetrischer Balken 
von ein bis fünf Oeffhungen zu verwenden. 

Setzt man 

's, = — -^^Pa (l - a) (i + a) - j-^ Pa(l — a){2l — a) 



(1) 



S^=- t;^^P<^ G - a) G + a) - j;^ P^ (} - «) (21 — a) 



+(' 



^« ^ I ^2 ^ 



+ 



') 6E0, 
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worin sich die Summen ^ , ^ , . . auf alle Lasten in den Oeff- 

1 

nungen Iq, Z^, . . beziehen^ so bestehen nach Aufgabe 46 bei n 
Zwischenstützen folgende n Gleichungen 

M^k + 2M,(k + ü + Ms?, = 8„ 



(2) 



Mr-llr-l + 2Mr {Jr-l + l) + Mr + i l, 



S. 



ry 



Mn-lln^l + 2Mn(ln^l + In) «= «n- 

Um aus diesen Gleichungen irgend ein Stützenmoment zu erhalten, 
müsste man alle übrigen M mit berechnen. 

Multiplicirt man jede der n Gleichungen mit einem Coefficien- 
ten A, dem wir den Index des betreffenden S geben, und addirt dann 
das ganze System, so folgt 

^l[ ^Oo + h)^i + h^2] + 



Mr 



Ur — 1 Ar — 1 + 2(Zr — 1 + Ir) ^r -^^ Zr Ar -f. i + 



^n — 1 Zn — 2 An — 2 + 2(Zn — 2 + ln — l)^n — l + Zn — 1 A» + 

n 
Mn U» — 1 An — 1 + 2(ln — i + ^n) A« = ^^ A« Äa • 

1 

Diese Gleichung gilt allgemein, welche Werthe die Coefficienten A 
auch annehmen mögen. Von dem uns zustehenden Verfügungsrecht 
können wir nun auf verschiedene Art Gebrauch machen. Wir können 
beispielsweise jedem A direct einen bestimmten Werth vorschreiben, 
wir können aber auch sagen, die n Grössen A sollen diejenigen Werthe 
haben, welche aus ebenso viel Bedingungsgleichungen folgen. In 
jedem Falle werden wir eine möglichst vortheilhafte Wahl treffen. 
Es sei nun das Stützenmoment Mr zu bestimmen. Dann ist es 
am zweckmässigsten, die A so zu wählen, dass in der letzten Gleichung 
sämmtliche Elammerausdrücke mit Ausnahme des mit Mr multipli- 
cirten verschwinden, der letztere aber gleich 1 wird. Thun wir 
dies, so folgt 



(3) 



JUr ™^^^j '^ ^»» 7 
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und die X sind durch folgendes System von Gleichungen bestimmt 

2(^0 + ^0 ^1 + ^1^ = 0, 

lr^2^r-^i + 2 (ir — 2 + ^r — l) ^r — 1 + ?r — 1 ^r =0, 
(4) j lr-ar^l+2(lr^l + lr)^r + lr^r^l^l, 

Irkr + 2(?r + Zr + l) Ar 4. l + 'r + 1 Ar4- 2 = 0, 

^« — 1^ — 1 + 2(/« — 1 + i») An = 0. 

Wir bezeichnen dies Gleichungssystem als A- System der Stütze r. 
Hat man die A (welche nur von den Spannweiten l abhängen) dar- 
nach berechnet, so ergibt sich Mr aus (3) für beliebige Belastnngs- 
falle ohne Bücksicht auf die übrigen Stützisnmomente. 

Speciell wenn die Stützpunkte in gleicher Hohe liegen und die 
Belastung auf die Länge je einer ganzen Oeffnung gleichmässig ver- 
theilt ist, hat man nach A. 47, (4) 



(5) 



' «1 = - 4- («oC + «.«!*), 



worin q^, q^, q^, - > die Belastungen pro Längeneinheit in den Oeff- 
nungen l^y l^^ l^, . . bezeichnen. 

In der am Schlüsse der vorigen Aufgabe citirten Arbeit hat 
der Verfasser die Eigenschaften der A-Systeme benutzt, um diejenigen 
Belastungen zu ermitteln, welche die Grenzwerthe der Momente^ 
Verticalkräfte und Stützenreactionen erzeugen. Auch ist dort der 
Fall eingespannter Enden berücksichtigt. 

Wir werden nun auf Grund der abgeleiteten Gleichungen die 
verlangten Stützenmomente von Balken ausdrücken, deren Spann- 
weiten zur Mitte symmetrisch liegen. 

Symmetrisclier Balken mit zwei Oefhungen. Fig. 32. Man erhält 
für beliebige Belastung und beliebige Stützhohen mit S^ nach (1) 



'^. A__ -* :... 

Fig. 82. 

(6) M,=~S„ 
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und speciell für gleichmässig vertheilte Last auf die Länge je einer 
ganzen Oeffnung und gleiche Stützhöhen 

Symmetrisclier Balken mit drei Oeflanngen. Fig. 33. Man setze 
(8) « = (^+1, /S = 2^+l, y = 2^ + 3. 

Dann ergeben sich für beliebige Belastung und beliebige Sttttz- 
höhen 



(9) 



M, = ^^(2aS,-S,), 




1 M,-^^(2a8,-S,), 




7o Jf. 9, AU 9z 




l-ffl T l.l ^ l^' (TV 
. -.. -^- « 





Fig. 8S. 



und für gleichmässig vertheilte Last auf die Länge je einer Oeff- 
nung und gleiche Stützhöhen 



(10) 



^1 == ~ ^y" (^*''"*<» + ^** ~ *^'*»^' 



(2tf»ags, + ygi — ff^go). 



Jf,= 



?" 



4py 



Symmetrischer Balken mit vier Oeffanngen. Fig. 34. Man setze 

|« = tf+l, ^ = 2ff + l, y = 4<J + 3, 
^^^> l<J = 6ff + 5, c = 8tf+7. 

Dann folgen für beliebige Belastung und beliebige Stützböhen 

■^i = 4^z( 55, - 2a5, + 53), 



(12) 



2rZ 



l^3 = 4^( *53-2«Ä, + S0, 



9o 



M, 



9, 



Jf, 



JC 



U'tTL 



l/'l 



t^*l 



■Ä - y 



Fig. 34. 



und speciell für gleichmässig vertheilte Last auf die Länge je einer 
Oeffnung und gleiche Stützhöhen 



(13) 



■^1 i^ (*'*«o + ^ii - ßi2 + <^2s), 

^*= ^(^(2i + ?.)-«''(?. + 23)), 
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SymmetrischiBr BaUcen mit fBnf Oeflkraiigeii. Fig. 35. Man setze 

Ia-=-a-\-l, /J = 2tf4-1, y = 6tf + 5, 

d = 8tf + 7, « = 10* + 9, g = 15* + 13, 

17 = 22* + 19. 

Dann finden sich f&r beliebige Belastung und beliebige Stütz- 
höhen 

Jf» = ^77 (- *Äi + 2«*i?, - 4««i?, + 2SSO, 



(15) 






i( .*:.. « .'- -*!• -^ X ^— — 

Ffg. SS. 



JKr 






und speciell för gleichmässig verÜieilte Last aaf die Länge je einer 
Oefi&iung und gleiche Stützhöhen 



(16) 



^* = ~ 17^ (2<^8S24 + ^& - yft + |32i - <^'go)- 



Aufgabe 49. Balken mit bewegten Lastsystemen. Nach § 47. 

Auf einem Balken (Aufgabe 44, 45) mit zwei Stützen bewegt 
sich ein System von Lasten in unveränderlichen Entfernungen. Die 
Bedingung für das Maximum des Moments M^ in einem beliebigen 
Querschnitt x abzuleiten: 1) für den Fall frei drehbarer Enden; 
2) für den Fall, dass beide Endeu festgeklemmt sind. 

Frei drehbare Enden. Wenn sich die^^ nur auf die beweg- 
ten Lasten beziehen; dann hat man nach A. 46; (8) 



(1) 



M. 



l — X 



V Pa + y V P(Z - a) + Const. 







« 
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Rückt das Lastsystem um unendlich wenig weiter ^ so ändern sicli 
die Abscissen a^, a^, , , . aller Lasten P^y P^, . . • um das gleiche 
da, wir erhalten nach Anleitung der Aufgabe 4 

X 

also für das Maximum von Mx 

(2) ^P-t2^- 



Das Maximum tritt ein, wenn diejenige Last Pg bei x anlangt, bei 

welcher die Summe der in der ßichtung von nach l addirten 

I 

Lasten des Systems den Werth -y ^' P durchschreitet. 



Festgeklemmte Enden. Beziehen sich die ^. nur auf die mobi- 
len Lasten^ so hat man nach A. 44, (8) mit A. 46, (15) 



(3) 



L X J 



Beim Verschieben des Lastsystems um da ist allgemein 



X 

da l 



-00 J 



daher Bedingung für numerische Mazima 

(4) ^P^^^P{l-a)(P-3la-\-6xa), 



und speciell 



für X 



= ^P=0=^^P(l-a)(l^da), 





X l 



für X 



=T 2'^= ^2pQ-/*r> 





X l 



iürx = i ^P^ l.'^Pil-a). 
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Die erste dieser Gleichungen zeigt, dass eine Last P den grössten 
Beitrag zum Stützenmomente M ffXr cl =^y ^^^^^^ 

Beispiel. Ein Balken mit frei drehbaren Enden von Z »» 10 m 
Spannweite werde durch eine Locomotive der Anordnung Fig. 36 
befahren; während das gleichmässig vertheilte Eigengewicht |7= 0,6 tn 
beträgt. Die max Mx bei a; = 1, 2, 3, 4, 5 m zu berechnen. 

Für eine auf die ganze Stablänge gleichmässig vertheilte Last 
von p pro Längeneinheit sind 







2 ^ 



^P(l-a) 



PQ- xY 



so dass die Formel (1), in welcher die ^ nur mobile Lasten ent- 
halten, im vorliegenden Falle ergibt 



l — X 



M. = '-=- '^ Pa + ^ ^ P(l-a) -\- P^ x(l - X). 



f 



«_.|,-fi<.^.V-)(.ttx ^ ^C__«»l*- 



y t 

J^^6 € 



aiiLiii 



6 



LI 



\ 



Js'StiL 



Fig. S6. 



Als Gessmmtgewicht des Lastsystems haben wir ^^ P =< 27 tn. 



X 



Für a; = 1 ist ^ 27 = 2,7, also P, = P^, 



l 
max Jlf, = i^ [6 (9 + 7,7 + 6,4) + 4 • 5,2 + 5 • 2,2] 



10 



+ 0,3 . 1 • 9 =- 19,74 mtn; 



X 

T 



für a; = 2 ist ^ 27 = 5,4, P, = P^, 



max Jlf, = ^ (6 (8 + 6,7 + 5,4) + 4 • 4,2 + 5 • 1,2] 

+ 0,3 • 2 • 8 = 33,48 mtn; 
für a; = 3 ist y 27 = 8,1 , P. = Pj, 

max Jlf, = ^ 6 . 1,7 + A [ß (7 + 5,7) + 4 • 4,5 + 5 • 1,5] 

+ 0,3 • 3 . 7 == 43,95 mtn; 



für a: =- 4 ist y 27 = 10,8, P. = P», 



max M. = .^^ 6 • 2,7 + ^. [6 (6 + 4,7) + 4 • 3,5 + 5 • 0,5] 



10 



+ 0,3 • 4 • 6 = 49,20 mtn; 
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für a: = 5 ist y 27 = 13,5, P, = P^ 

max M^ = ~ [6 (5 + 3,7 + 2,4) + 4 • 3,8 + 5 • 0,8] 

+ 0,3 . 5 . 5 = 50,40 mtn. 

Hiernach kann man eine Curve der max Mx auftragen, welphe die 
max Mx auch für beliebige x liefert. 

Weiteres über diese und andere Untersuchungen betreffend be- 
wegte Lastsysteme findet man bei Wifikler^ Vorträge über Brücken- 
bau, Theorie der Brücken I. Wien 1876; Weyrauch, Zeitschr. d. 
Hannov. Arch.- und Ing. -Vereins 1876-, Schäffer, Zeitschr. f. Bau- 
wesen 1876, sowie in den am Schluss der nächsten Aufgabe genann- 
ten Schriften. Hier genügt es, die statische Unbestimmtheit zu 
heben, das Uebrige gehört in die Ingenieurmechanik« 

Aufgabe 50. Biegimgsformeln far einfacli gekrümmte Stäbe. 

Nach § 47. 

Ein Stab mit einfach gekrümmter Schwerpunktsaxe werde durch 
irgend welche Kräfte so deformirt, dass die Stabcixe in einer Ebene 
bleibt und die zu dieser Stabebene senkrechte Schicht durch die Axe 
nach wie vor eine der ersteren senkrechte Cylinderflache bildet, die 
Flächenelemente aber, welche anfangs einem ebenen Querschnitte 
anlagen, auch schliesslich eine Ebene ausmachen. Das Stabmate- 
rial sei homogen und besitze in allen betrachteten Punkten Elasti- 
citätsaxen parallel der Stabaxe. Es sollen Beziehungen zwischen 
den die Deformation bestimmenden Grossen und ihren erzeugenden 
Kräften unter der Voraussetzung abgeleitet werden, dass nur Tempe- 
raturänderungen und die der Stabaxe parallelen Kraftcomponenten 
in den Querschnittselementen von wesentlichem Einflüsse auf die 
Formänderung sind. 

Wir denken uns vor Eintritt von Spannungen zwei Querschnitte 
geführt, den einen, welcher x heissen soll, um die Axlänge s von 
einem gewählten Ausgangspunkte entfernt, an der Stelle, wo 9 den 
Winkel der Stabaxe mit einer gegebenen Bichtung bedeutet, den 
andern um die Axlänge ds weiter. Bezeichnet dann v den posi- 
tiven oder negativen Abstand einer zwischen beiden Querschnitten 
liegenden, der Stabaxe parallelen Faser von der Axschicht, so ist 
die anfängliche Länge dieser Faser 

dSf, = ds -{- V ( — dq>) ^= ds — v dtp. 

Wirken nur äussere Kräfte ein und finden Temperaturänderungen 
statt, so ändern sich s, 97, St, um As, Afp, As» und wir haben 
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nach dem Taylor'schen Lehrsatze mit As «» f(s) bei yemachläs- 
signng miendlich kleiner Grossen zweiter Ordnung die Aenderong 
von s -{- ds 



f{s + ds) «= As + -T — (Zs = As + dAs. 

Die schliessliche Länge der Fasern zwischen beiden Querschnitten 
beträgt also in der Axschicht 

s + <^5 + ^5 + dAs — (s + As) = d(s -{- As). 

In ganz analoger Weise ergeben sich die schliessliche Faserlänge 
bei i; und die schliessliche Differenz der Richtungswinkel g> zwischen 
beiden Querschnitten (anstatt der anfänglichen dsp^ dtp) 

rf(5i,+ As,), d{q> + Atp). 

Da aber die Querschnitte nach wie vor convergirende Ebenen bil- 

den^ so hat man 

d (Sr + ASr) 

=d(s+As) — vd(9)+^9) 
und durch Subtraction der 
ersten Gleichung 

dAst, *» dAs — i; dAfp. 

Wenn die Längenände- 
rung der Fasern bei v nur 
von Spannungen 6 parallel der 
Stabaxe herrührten, würde 
man nach § 47 haben 







a 



Fig. 87. 



Wenn dagegen nur eine Tem- 
peraturänderung X eingetre? 
ten wäre, würde sein 



~d8r 



= ar. 



Beim Zusanunenwirken beider Ursachen folgt 

(1) 



- = ar + :^, 



da. 



JE 



wie auch aus § 81 entnommen werden konnte. Gleichung (1) lie- 
fert nach Einsetzen der obenstehenden Ausdrücke für dSi,, dASt, bei v 



vdw — ds ' 



dq> 

oder, wenn r den ursprünglichen Krümmungsradius der Stabaxe 
beim Querschnitt x bedeutet, mit 
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r ( — dip) ^ ds, 

(2) ^^E(^-v^)^-Eax. 

Gleichung (2) drückt die deformirende Kraft für eine Faser 
vom anfanglichen Querschnitt 1 aus. Einer Faser vom anfanglichen 
Querschnitt dF entspricht eine dJP-mal so grosse Eraft^ und für 
sämmtliche Fasern^ welche anfangs im Querschnitt x der Grösse F 
aufsassen^ hat man die Resultante dieser Kräfte 



(3) 



' l,.-ßäF-EY-i^f^JF 



-T^/fT-.«'^-'/"'^]- 



Da 6y Nx parallel der Stabaxe oder senkrecht dem anfanglichen 
Querschnitt x wirken, so wollen wir 6 als N<yrm(üspannnng bei v 
und Nx als restdtirende Normalhraft des Querschnitts x bezeichnen. 
Jede ein Flächenelement dF afficirende Normalkraft ödF erzeugt 
hinsichtlich der Axschicht ein Moment tf dF • v und das Gesammt- 
moment dieser Flächenkräfte füp den Querschnitt x ist 



(*) 



' M.-fv,iF-E['f^r'^JF 



- ■^Af. "^ - «/"''^] • 



Die drei letzten Gleichungen wollen wir etwas umformen. 
Man hat 



V 



r + r r '\- v^ 



= 1-^+ 1 «'' 



und damit 



r-f-t? r't?r + t?' 






dA(p 
ds 



X 



\J^dF-J:^JF\ - afrdF, 

d^s V r /* «?* 1 «2^9 r '^'^ r ^ 



oder, wenn zur Abkürzung 

Wetbauch, Aufgaben zur Theorie elast. Körper. 8 
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(5) 
gesetzt und 



W 






dF 



JdF = F, 



JvdF = 0, 



berücksicht^ werden, 



N /dAs dA<p\ W dA8 „ /* ,„ 






d/\s dAw 

+ r 



ds 



ds 



\w r 



vtdF. 



Hieraus folgen 
(6) 



(7) 



U=^^^{-'^j,-^-\-arJrdF+aJvrdF)^.-, 

+ ar I tdF+ a 1 vxdFjYfi 

-0 + "ß-^F)w' 



ds 



-( 



M^ + TN 



und durch Substitution dieser Ausdrücke in (2) entsteht 



(8) 



tf = (^'-i -^'- -{-ar I xdF-\-a 1 vtdP) 



E 



+ 



(^ + 7''^'^^) 



E rv 



W r +v 



Eat, 



Alle Integrale der Gleichungen (3) — (8) sind auf sämmtliche Ele- 
mente des anfanglichen Querschnitts x zu erstrecken. 

Gewöhnliclie Fälle. Wird die Temperaturänderung x bei allen 
Elementen des Querschnitts x als gleich gross angenommen, so er- 
geben sich aus (6) — (8) mit Rücksicht auf die nach (5) angeschrie- 
benen Integralwerthe 



(9) 



IJ 



EF + EIW + ^^' 






EFr 



X 

EFr^ 



CCT 

r 



M 



EW 



N M JJf rv 

^ X I X t X 



F ^ Fr ^ W r +v 

Ist der Krümmungsradius r so gross im Vergleiche zur Querschnitts- 
höhe, dass jedes v gegen r vernachlässigt werden kann, so wird 
nach (5) W gleich dem Trägheitsmomente 
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(10) 



&^fv' 



dF 



des anfönglichen Querschnitts x hinsichtlich der Axschicht. Ferner 
lassen sich dann, wie insbesondere praktische Berechnungen ergeben, 
in (9) die Glieder mit r im Nenner gegen die übrigen vernach- 
lässigen, womit folgende wichtige. Näherungsformeln entstehen 

F= — 



(11) 






F 



e 



Es möge sich nun speciell um kleine Deformationen handeln. 
Wir nehmen in fester Lage gegen die anfangliche Gruppirung der 
Stabpunkte ein rechtwinkliges Coordinatensystem in der Stabebene 
an und verstehen unter den Goordinaten Xy y eines Querschnittes x 
die anfänglichen Goordinaten seines in der Stabaxe liegenden Schwer- 
punktes, unter q> den anfanglichen Winkel (sx) der Stabaxe mit der 




Fig. 38. 

Abscissenaxe bei x. Bezeichnen nun Ao;, Aj/ die mit der Defor- 
mation eintretenden Aenderungen von x, y, so sind nach dem 
Taylor'schen Lehrsatze d (a; + ^^); ^ (y + ^V) die Aenderungen 
der anfanglichen Goordinaten x + dx, y '\- dy eines unendlich be- 
nachbarten Querschnittes und man hat 

d(x + Ax) == d(s + As) cos (y + Atp), 

d(if + ^y) = ^(ß + ^^) sin (9> + Ag)), 

8» 
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worin, wenn die Deformationen so klein vorausgesetzt werden, dass 
cos Aq) = 1, sin Aq) = Aq> gesetzt werden können, 

cos (g) + Aq)) = cos q> cos Aq) — sin q) sin Aq) = , ^ Aq), 

sin (q) + Aq)) = sin q> cos Ag> -{- cos q) um Aq) = ~- -{- -v Aq>, 

QfS a 8 

so dass durch Substitution und Elammerauflösung folgen 
dAx == — Aq)dy -}- v- dx — -, dtf'Aq), 

dAy = Aq>dx + —z— dy + ~j~ dx • Aq>. 

Wegen der Kleinheit von Aq) verschwinden die letzten Glieder dieser 
Gleichungen gegen die vorhergehenden und wir erhalten die Aen- 
derungen von Xy y 

Ax = — / Aq)dy + / Udx^ 

Ay = I Aq)dx -{- 1 Udy, 
während die Aenderungen von q)y s sich nach (6) (7) ausdrücken 

(13) Aq)=Jrds, As=juds. 

Beispiel. Es soll das Verhältniss W:@ iüi den rechteckigen 
Querschnitt der Seiten &, h berechnet werden, wenn die Axschicht 
parallel der Seite b liegt. 

Wählen wir dF=hdv, so folgen aus (10) (5) 



(12) 



S = b I v^dv, 



2 Y 



^= &y rqri '^^ = *^y («-»• + ^) <if, 



— —A 

8 2 



und nach Ausführen der Integrationen 



12 ^ 

Mit Rücksicht auf 

h 



@^^\ Tr=6r3[logn|l±A_A]. 



logn -— ^ = I (A)»+ 1 (A.y^ l.Q_j\... 



2r 



IL 
& 
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kaiiii man auch schreiben 

'^-^[i+f^.(^)'+,-^(i)*+-], 

so dass schliesslich 

Diese Gleichung liefert beispielsweise 

für -|- = 1 2 3 4 5 7 10 , 

w 

-^=1,182 1,039 1,017 1,009 1,006 1,003 1,001. 

Die oben abgeleiteten Gleichungen bilden die Grundlage der 
technischen Theorie einfach gekrümmter Stäbe, 
wie sie insbesondere bei Berechnung von Bogen- 
brücken zur Verwendung kommt. Die Ent- 

wickelung dieser Theorie begann mit Navi&f^s ^' \ \^ j^o«^ 

Arbeit über den Gegenstand, Besume des 

le9ons etc., Paris 1826. Weiter sehe man 

darüber WinMer's Lehre von der Elasti- 

cität und Festigkeit, Prag 1867, Weyrauchs ^'^'^^' 

Theorie der elastischen Bogenträger, München 1879, und Müller- 

Breslau's Theorie und Berechnung der eisernen Bogenbrücken, Theil I, 

die stabförmigen elastischen Bogen, Berlin 1880. 

Aufgabe 51. Schnittkräfte von Bogen und Balken. Nach § 47, 

Ein anfänglich gerader oder einfach gekrümmter Stab sei in 
einer die Schwerpunktsaxe enthaltenden Ebene beliebig belastet und 
so gestützt, dass bei einer oder mehr als einer Stütze horizontaler 
Verschiebung widerstanden wird (Balken, Bogen). Es sollen für 
einen beliebig geformten Schnitt x durch den Träger die resul- 
tirenden Flächenkräfte und das Moment derselben hinsichtlich der 
Stabaxe bestimmt werden. 

Wir nehmen ein rechtwinkliges Coordinatensystem mit hori- 
zontaler x-Axe in fester Lage gegen die anfängliche Gruppirung der 
Stabpunkte an und beziehen die Coordinaten x, y auf die Punkte 
der schliesslichen Schwerpunktsaxe. Als Schnitt x werde ein be- 
liebig geformter Schnitt durch den Punkt x, y ins Auge gefasst. 
Von den einander entgegengesetzten Kräften und Momenten, welche 
auf die beiden in einem solchen Schnitte zusammenhängenden Flächen 
wirken, drücken wir die von der Fläche links von x (Seite der ab- 
nehmenden Abscissen x) her wirkenden aus und bezeichnen die 
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resultirende Horizontalkraft H^y die resultirende Verticalkraft F« 
und das resultirende Moment Mx als positiv^ wenn sie die in Fig. 22 
(S. 90) angedeuteten Richtungen haben. 

Es handle sich um ein Stabstück zwischen zwei Schnitten 
und l^ deren Axpunkte im Horizontalabstand { liegen. Für ge- 
wohnlich wird man den ganzen Stab darunter verstehen, doch setzen 
wir nur Yoraus, dass innerhalb unseres Stabstückes keine Stütze 
liegt Ursprung der Coordinaten im Axpunkte 0, für a; *= Z sei 
y =^h. Der Gesammtbelastung des betrachteten Stabstückes wirken 
nur die Beactionen Jß, S der angrenzenden Theile entgegen. An- 
griffspunktC; Grosse und Bichtung Yon Jß, K sind unbekannt. Denkt 




Flg. 40. 

man sich jedoch im Axpunkte parallel der Beaction B, deren 
Grosse zweimal und entgegengesetzt angetragen, wodurch am Gleich- 
gewichte nichts geändert wird, so erkennt man, dass sich 22 ersetzen 
I'ässt durch eine in angreifende Horizontalkraft H, eine ebenda 
angreifende Verticalkraft A und ein hinsichtlich wirkendes Mo- 
ment M. Ebenso lässt sich K durch eine im Axpunkte l angrei- 
fende Horizontalkraft H\ eine solche Verticalkraft Ä und ein hin- 
sichtlich Punkt l genommenes Moment — M' ersetzen. 

Es mögen nun nach Eintritt des Gleichgewichts bei den Ab- 
scissen d^ d^y ^z) ' • ^^^ Lasten P^, P^, Ps^ . . auf den Stab kommen, 
wobei die P auch Lastelemente vertreten und auf einander fol- 
gende a nur um unendlich wenig verschieden sein können. Dann 
haben wir für Schnitt x 

(1) Hx = H, 



(2) 



(3) 





X 

M^^M+Ax- Hy—^P(x-a), 



worin die Grenzen der X im Allgemeinen Schnitte, nicht Abscissen, 
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bezeichnen. Nach (1) ist die Horizontalkraft für alle Schnitte gleich 
gross und beispielsweise auch J3i = — JEf ' = IT. Die letzte Glei- 
chung lautet für a; = Z 

M' = M+Äl'-Hk—^P(l'-a), 



o Oj az x^ 




woraus 



(4) 



A = 






= Fo. 



Substituirt man diesen Werth in (2), so folgt wegen Vi = — Ä 



(5) 



A' = — 



M — M' — Hh-\-^Pa 



= -F„ 



und die Addition der beiden letzten Gleichungen liefert 
(6) Ä + Ä'=2!^=^o-'^'- 




Fig. 42. 



Mit (4) folgen aus (2) (3) 



(7) 



F« = 



T 



W -M+HTc —^Pa -\-^P{l — a) 



X 



(8) 






3f« = 



'l — X 



M+^Pa 



+ T 



M'-\-^P{l — a) 



X 



ly — kx 
l 



H. 
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Durch Zerlegung von H und V» in Componenten parallel und senk- 
recht der Stabaxe bei x aber erhält man 

-Na; = Fx sin 9 + If cos tp, 

< 

^x *= Fe cos 9 — H sin 9, 

wobei 9> = {sx) den Winkel der Stabaxe mit der ri;-Axe bezeichnet. 
Die resultirende Flächenkraft im Schnitt x ist 



(9) 



(10) R,^yH*+ V,^ = yN,? + T,\ 

Setzen wir den gewöhnlichen Fall voraus , dass mit Rücksicht 
auf die yerticale Stellung oder verhältnissmässig geringe Horizontal- 



If^pas 




Fig. 43. 



projection der Schnitte die Summengrenzen in den abgeleiteten 
Gleichungen als Abscissen angesehen werden können; dann folgt 
aus (3) 



dM^ dy 

t z= A H ~ 

dx dx 






oder auch 
(11) 



dM 

a 

dx 



= r, — Higq>, 



und wenn ds das Differential der Stabaxe bei x bedeutet^ wegen 
dx = ds cos q> und (9), 



(12) 



ds 



= T 



Mathematische Maxima und Minima Yon Mx treten ein an den- 
jenigen Stellen 

(13) x = in, wo Tx = oder Fr^-BTtgy 

ist, die resultirende Flächenkraft R^ im Schnitt wirkt daselbst pa- 
rallel der Stabaxe. « 

Anstatt die Coordinaten x, y auf die schliessliche Stabaxe zu 
beziehen ; hätten wir auch die Coordinaten irgend welcher anderer 
Punkte der Schnitte, z. B. die Angriffspunkte der B^ darunter ver- 
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stehen kÖDnen. Da das Moment yon Bx hinsichtlich des Punktes 
X, y dann Mx = wird, so folgt für die Linie der fraglichen An- 
griffspunkte aus (3) 



y = 



H 







(14) 

und aus (8) 

(15) y = ^ {l-x)^Pa + x^P{l-a) + xhH 

L « 

In (14) oder (15) haben wir die Gleichung der sogenannten Stütz- 
linie, welche in der Gewölbetheorie eine wichtige Rolle spielt. 

Aufgabe 52. Kettenlinien. Nach § 47, 

Ein Bogen mit stetig auf einander folgenden Gelenken ist an 
den Enden festgehalten und beliebig belastet. Die Gleichung der 
ßogenaxe anzugeben. 

Es gelten sämmtliche Beziehungen der vorigen Aufgabe mit 
(1) Mx = M=M^O, 

wonach die Gleichung der Bogenaxe nach A, 51, (3) 



(2) y-2 

oder auch nach A, 51, (8) 



X 

Ax — ^ P(x -— a) 





(3) 



y = 



m 



(l — x)^ Pa + x^P(l - a) 



X 






und wenn man die verticale 
Abweichung gegen die Ver- 
bindungsgerade der Stütz- 
punkte 



(4) 
einführt, 

(5) 



r=y- 



Tc 



X 




mg. 4i. 



r= 



Hl 



X l 

{l-x)^Pa + x^P{i-a) 

X 



Für gleiche Stützhöhen stimmen Y, y überein. Die vorstehenden 
Gleichungen beliebiger Kettenlinien sind ebenso einfach und weit 
durchsichtiger als die Gleichungen irgend welcher specieller Ketten- 
linien. 
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Als Yerticalreactionen der Stützen hat man 



(6) 



Ä=^^^P(l-a) + ^H, 



^'=^^P« 



S, 



und als Yerticalkraft im Querschnitt Xy wenn g> den Neigungs- 
winkel der Kette bedeutet , 

(7) F«= Jtg9, = ^-2P= J JcS-^Pa+^Pil-a) 







Der Eettenscheitel liegt also an derjenigen Stelle x ^= g, wo Vx 
den Werth Null durchschreitet. Nach A, 51, (12) ist wegen ilfx = 



ds 



2; = o, 



so dass bei Ketten keine Transversalkraft auftritt und die Normal- 
kraft Nx tangential der Kette in der Bogenaxe wirkt. 

Um die gefundenen Beziehungen anwenden zu können, muss 
der Horizontalschub H bekannt sein. Zur Ermittelung dieses Werthes 
ist eine weitere Angabe nothig^ wie ja einleuchtet, dass die Form 
der Kette nicht nur yon 2, Tc und der Belastung, sondern auch von 
der Kettenlänge abhängt. Wäre z. B. für einen Kettenpunkt x^ 
der nicht mit einer Stütze zusammenfällt, die Ordinate y gegeben, 
so würde aus (3) 



(8) 



H = 



X 

ly — lex 



oder wäre für einen Punkt x, abgesehen vom Scheitel, der Nei- 
gungswinkel (p bekannt, so würde nach (7) 



I X 



Aus den beiden letzten Gleichungen folgt allgemein 

(k-y)z:Pa + y2:P{l-a) 

X 



(10) 



tgg? = 



{l — x)Z:Pa + x2JP(l — a) 

X 



Gewöhnlich ist neben Z, Je und der Belastung noch der Pfeil y = f 
der Kette gegeben. Es liefert dann (10) mit 9 = 0, j/ == /Ifür den 
Kettenscheitel 
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SD I 





X 



und addirt man beiderseits f^ P(l — a), so lautet die Bedingung 



X ' l 

(11) a; = <?, wo ^ P(fl-1cä)=f^ PQ-a). 



Der Kettenscheitel liegt in demjenigen Punkte x = g, bei welchem 
die Summe links den Werth rechts durchschreitet. 

Für Ketten mit gleich hohen Stützpunkten vereinfachen sich 
wegen ifc = die Formeln wesentlich. Der Kettenscheitel liegt dann 
bei symmetrischer Belastung in der Mitte. 

Farabolisclie Eettenlinie. Es sei die Belastung pro Längenein- 
heit Horizontalprojection der Kette constant gleich q. Dann hat 
man mit P = qda 



X 
X /'• 

^ Pa = ql a 



da 



qx^ 



^ P(l — a)^q I {l — a)da = 

X %J 



2 ' 




und damit aus (3) 



X 



(12) 



j, = _ a; + 2^ a; (Z - «), 



= tg9 = | + |.(|-a;). 



Zur Bestimmung der Lage des Scheitels für ein gegebenes f 
berechnen wir 

^ P(/-Z - ha) = 2 / {fl - ha) da = qx (fl - ^), 





l 



^P(l-a)^qf{l-a)da^^-^, 

*i/ 





wonach die Bedingung (11) liefert 

(13) 9 = i[f-Vf(f^^l 

Mit diesem Werthe von g folgt aus (12) für x^=^ g, y = f der Ho- 
rizontalschub 
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(14) 



TT— ^^l'^iL b1 



Der Parameter der Kettenlinie H:q und nach (12) auch die Form 
der Kette sind also nur Yon l, Jc^ f, nicht vom Werthe q abhängig 
Selbstverständlich lassen sich auch andere der oben gegebenen 
Gleichungen für den vorliegenden Fall specialisiren. Für gleiche 

Stützhohen erhalten wir aus (14) mit Ä = 0, 5^ *= -^ 

(15) ^=|i*. 

Gemeine Kettenlinie. Es sei die Belastung pro Längeneinheit 
der Kette constant gleich q. Bedeutet dann s die Kettenlänge von 
bis X und wird tgg) = 6 gesetzt; so hat man nach (7) 

(16) V^ = Ä — qs = H6, 

— qds =^ HdSj 

und mit Bücksicht hierauf 

Bds H sds 

, , ds H de 

dx = ds cos w = —- —r-. = ; • 

Die Integration dieser Gleichungen ergibt 



dy = ds sin tp 



(17) 






c + yi + a« ' 



wonach für die Stütze l 



(18) 



* = f (VI+V-/1+V), 



und für den Eettenscheitel 



(19) 



/•=?(i^r+ 



2 



-1). 



3 

Um bei gegebenen l, h, f den Horizontalschub zu erhalten, 
entnimmt man aus (18) (19) zur Bestimmung von £(,, e, 

f_ 
k 



(20) 



Vi + *o« - Vi + *,* ' 






Vi + *«' - 1 



logn («. + yi + ««') - ^Oga {t, + Vl + «,0 ' 
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^f 



wonach (19) liefert 

(21) H= ^ 

Bei gleichen Stützhöhen ergibt (19) zur Bestimmung von Sq 

l 



(22) 



v^TV~i 



während H durch (21) bestimmt bleibt. Aus (16) folgen A = Hs^^ 
s^^H{8 — £q), auch andere Gleichungen können specialisirt wer- 
den. Parameter und Form der Kettenlinie sind wieder nur von l, h, f, 
nicht von q abhängig. 

Die gemeine Kettenlinie ist von geringer technischer Bedeutung, 
während die parabolische Kettenlinie bei Berechnung der Bean- 
spruchung von Kettenbrücken vielfach verwendet wird. 



Aufgabe 53. Kette mit Yersteifangsbalken. Nach § 47. 

Nach Aufgabe 52 ändert sich die Form der Kette mit der 
Belastung. Es sei nun die Kettenform einer bestimmten Belastung 
entsprechend angenommen und soll durch einen horizontalen Balken 
mit frei drehbaren Enden, welcher durch Tragstangen an der Kette 
aufgehängt ist, bewirkt werden, dass diese bei veränderlicher Be- 
lastung, abgesehen von elastischen Deformationen, unbeweglich bleibt. 
Die äusseren Kräfte, Schnittkräfte und Schnittmomente für Balken 
und Kette zu bestimmen. 

Bei dferjenigen Belastung, für welche die Form der Kette be- 
rechnet wurde (bei Kettenbrücken das Eigengewicht der Construc- 




Fig. 45. 



tion), fällt dem Versteifungsbalken keine Aufgabe zu, er hängt an 
der Kette, ohne Stützenreactionen zu erzeugen. Kommen jedoch 
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weitere Lasten P^, P,, . . zunächst auf den Yersteifungsbalken, so 
sind diese auf die Eette so zu vertheilen, dass letztere ihre Form 
nicht zu ändern braucht. Durch die Pj, Pg, . . werden für den Ver- 
steifongsbalken Stützenreactionen Ä, Ä\ für die Eette aber mit den 
entstehenden Belastungen T^, ^s? • • der Tragstangen Yerticalreac- 
tionen Sl^ Sl^ und ein Horizontalschub H hervorgerufen. Es ist fest- 
zuhalteU; dass die P^, P^, . . zwar die ganzen Beanspruchungen des 
Yersteifungsbalkens (soweit sie yon Lasten erzeugt werden)^ aber 
erst mit den bekannten von der Normalbelastung herrührenden 
Kräften die ganzen Beanspruchungen der Eette ergeben. 

Für den Yersteifungsbalken gelten die Formeln der Aufgabe 44 
mit M = M' = 0, wobei positive T als negative P anzusehen sind. 
Das Moment und die Yerticalkrafb im Querschnitt x drücken sich aus 



(1) 



if.= 



^Pa-^Te +f ^P(l-a)-^T{l-e)\, 

-0 oJL« X J 

■" X X l l -j 

-^Pa+^Te + '^P{l-a)-'2T(l-e)\. 

_ of X J 



Für den Balken ohne Eette wären dieselben Grrossen 



(2) 



(M.) = ' 7^ J^P« + ^'S^f.l - a), 

X 

X l 

X 



Für die Eette schliesslich gelten die Beziehungen der vorigen Auf- 
gabe, in welchen unsere T die P vertreten, sodass 



(3) 



{y-',.)E= '-^;^Te + -^^^TQ - e), 





X 



(tg 9 - A) ^= - 1-^Te + l-^Til - e). 

X 



Durch Subtraction dieser Gleichungen von (2) folgen mit Rücksicht 
auf (1) für den Yersteifungsbalken 

k 



(4) 



-Mx = (Mx) -(y-^x)H, 

rx = {Vx)-{tgq>-^)n, 



und wegen F^ = -4, Vi=^ — Ä dessen Stützenreactionen 
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worin dem Balken ohne Kette entsprechen 

i i 

(6) (Ä) = }^P {l-a), (Ä') = j^^Pa. 



Die Verticalreactionen der Kettenstützen (Pilonen) sind nach Auf- 
gabe 52 

(7) ?l = JErtg«po, W = -Higfp,, 
und die Verticalkraft im Kettenquerschnitt x 



X 



(8) ^. = Hig<p^%—^ T. 



Es erfolgt also die Vertheilung der P auf die Kette so, dass 

X 

(9) 2T=«-fi-tg9, = S-(tg9)o-tg9). 



Schnittmomente treten bei der Kette nicht auf. Aus vorstehenden 
Gleichungen ersieht man, dass alle äusseren Kräfte, Schnittkräfte 
und Schnittmomente für Balken und Kette bestimmt sind, sobald 
es gelingt, den durch die P erzeugten Horizontalschub der Kette zu 
berechnen. Hiermit haben wir uns im Folgenden zu beschäftigen. 
.Es seien vor Einwirkung der Lasten Pj, Pg, . ., aber nachdem 
die übrige Belastung der Kette bereits gewirkt hat, zwei Querschnitte 
durch die Kette geführt, der eine bei x, y, q) um die Axlänge s 
von der Kettenstütze entfernt, der andere um dx oder die Ax- 
länge ds weiter. Wirken nun die Lasten P^, P2; . . auf den Ver- 
steifungsbalken und ändert sich die Temperatur von Kette und 
Balken, so findet bei der vorgeschriebenen Wirksamkeit des letzteren 
lediglich eine elastische Formänderung des Systems statt, unser erster 
Querschnitt geräth an eine andere Stelle x + Aa?, y + Ay, 9 + Ay, 
um s -|- As vom Kettenauflager entfernt, der andere nach dem 
Taylor'sGhen Satze um d (a; + Aa;) oder die Axlänge d{s -{- As) 
weiter. Da 

d(s + As)^ ==d(x+ Axf + e?(j/ + Ay)^ 
d^ = dx^ + dy^y 

so folgt durch Subtraction bei Vernachlässigung kleiner Grössen 
höherer Ordnung 
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ds dAs = dx dAx + dy dAy, 

-^ dAy == ^ dAs — dAx, 



und für x = l 






(10) / 7. <"^!l - / äS ^^' - '''■ 

worin, wenn keine Aeuderung von l angenommen wird (Horizontal- 
verschiebung der Auflager über den Pilonen gleich Null), AZ = 
zu setzen ist. 

Hätte auf die Faserabschnitte zwischen den betrachteten Quer- 
schnitten allein die von den P^, -fg; • • herrührende Normalkraft Ng 
gewirkt, so würde mit @ Elasticitätsmodul und ^ Querschnitt der 
Kette bei x die relative Längenänderung betri^en 

dAs N^ 



ds e% 

Hätte allein die Temperaturänderung r stattgefunden, so würde mit 
a Ausdehnungscoefficient des Eettenmaterials sein 

dAs 

und wenn schliesslich die Kette um 6 über die Auflager nach Innen 

geglitten wäre (beim Gleiten nach Aussen 6 negativ), so würde dies 

pro Längeneinheit Kette ergeben 

dAs c 

ds s ' 

worin s die ganze Kettenlänge zwischen den Stützen bedeutet. Beim 
Zusammenwirken der drei erwähnten Einflüsse hat man 

, , dAs / <f N\ 

Führen wir die verticale Abweichung der Kettenlinie gegen die 
Yerbindungsgerade der Stützpunkte 

(12) r=»-Aa; 

ein, so hat man in (10) 

dy ^dT . k 

dx da; ' Z ' 
und damit 



Mit Rücksicht auf 
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\ dx / dx ^ dx 



wird aber 





und weil Y für x = und l verschwindet, 

i i i 

(13) y^l .A, -f% i^y _ -/"r^ .,. 



Die yerticale Einsenkung des Versteifungsbalkens bei x ist 
Ay + A^, wenn A^ die Aenderung der verticalen Entfernung von 
Kette und Versteifungsbalken (Tragstangenlänge) bedeutet. Die in 
Aufgabe 43 abgeleitete -Navier'sche Biegungsformel gibt daher 

^^^ ~dx^ • ~dx^ ^ ~ E@> 

unter E, @ Elasticitätsmodul und Trägheitsmoment des Versteifungs- 
balkens bei X verstanden. Aus (13) (14) folgen 

i i i 

/dy r ^'T r ^'^< 







ds 
während (11), wenn links mit ^ ds, rechts mit dem gleichen 

Werthe \-^) dx = — , — multiplicirt und Nx cos g? = JET berück- 
\d Xi cos ^ 

sichtigt wird, liefert 

< i 



Mit (15) (16) entsteht aus (10) die allgemeine Formel für H 



(17) 



ß 



a . H \ dx 



"l" 5 • (gfj COS tpJ 



cos'* qp 








Temperaturänderungen des Versteifungsbalkens, welche für je einen 
ganzen Querschnitt constant sind, haben keinen Einfluss auf H 

Wbtbauch, Aufgaben zur Theorie elast. Körper. 9 
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Die Integration von (17) ist erst ausführbar , wenn Näheres über 
die Form der Kette und Veränderlichkeit der Querschnitte bekannt 
ist Wir fassen den einfachsten Fall ins Auge, welcher zu praktisch 
brauchbaren Resultaten führt. 

Specleller Fall. Es seien 1) die Kettenform parabolisch (An- 
nahme für die Berechnung des Yersteifungsbalkens), 2) die Trag- 
stangen starr (Längenänderungen vernachlässigt), 3) (SOr cos 9 c» (7 
und E® Constante (Mittelwerthe), 4) die Temperaturänderungen 
der Kette gleich gross. Dann hat man 



(18) 
(19) 



y = - a; + -,v x(l- x), 



ih 



l 



V 



I'=-jT«(^ — «), 



z-J+'-^i'-^-). 



worin h den Werth von Y für a; = , also bei gleichen Stütz- 
höhen den Pfeil der Kette bedeutet. Da ferner nach (17) 

(20) (ar + l + ^)J[l + (g)] dx = -^-^/yM^üx + Ai, 



so folgt durch Einsetzen von (18) (19) und Integration 



(«' + 1 + -?) i}+%+ "m ' 



(21) 



r i 



h 
SE@P 







L 






+ AZ, 



oder auch 

I («T + J + -J) s 

(22) 







a)(J> + la-a*)-:^H+^ 



16 ES 



_ 1 j- ** 4- ^hi 



wenn gesetzt wird 

(23) 

Die Auflösung von (21) ergibt den Horizontalschub 

(24) H 



1 + 



16E0S 
SCh* 



Es ist danach der Einfluss der Lasten Pj, Pg, . . allein 
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(25) S = " ^^ , 

der Einfluss einer Temperaturänderimg r allein 

■^ 8CÄ« 

der Einfluss eines Ueberziehens der £ette um allein 

as 16E9 



(27) 5-=- 



16^@g 8sÄ« ' 



und der Einfluss einer Aenderung der £ettenspannweite um AI 

allein 

/^9ft^ TT ^^ 15 jg® 

<^^^^ ^ = 77i5wr"877i^- 

"^ 8CÄ« 

Nach (9) (19) hat der Versteifungsbalken die Belastung so auf die 
Kette zu vertheilen, dass 

(29; ^T=^llHx=px, 



also die Last p pro Längeneinheit constant ist, wie es bei para- 
bolisch bleibender Kette sein muss. Nach (29) entstehen auch T, 
wenn die P gleich Null sind und H von anderen der oben er- 
wähnten Einflüsse herrührt. 

Wird bei Ableitung des Horizontalschubs der verhältnissmässig 
geringe Einfluss von Nx vernachlässigt, das heisst in (17) (20) (22) 
links H unberücksichtigt gelassen^ dann folgt als allgemeiner Aus- 
druck des Horizontalschubs bei beliebiger Veränderlichkeit von @5 

^^bW^^" ^^ - «> ('' + ^« - «*) 


15E© / , as Al\ 



(30) 



Die Einflüsse der P, r, <y, AZ allein sind darin sofort ersichtlich. 
Will man anstatt des zwischen a *== und a = ü von P bis -7- P 

veränderlichen Ausdrucks P + Za — a^ einen constanten Mittelwerth 

i 



rß 



(P-i-la- a')da= l l^ 



U 
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einfahren, so liefert (30) als Beitrag der Lasten 



Für die ganze Kettenlänge s bei Berechnung des Einflusses von a 
genügt es, flachen Parabelbogen entsprechend zu setzen 

Für Ketten mit gleich hohen Stützpunkten sind Ä = 0, F «= y. 
Die Reduction des behandelten Problems auf die Bestimmung 
des Horizontalschubs der Kette und die Ableitung von H unter den 
obigen Voraussetzungen gelang zuerst Müller-Breslau^ dessen Auf- 
satz in der Zeitschr. d. Hannöv. Arch.- u. Ing.- Vereins 1881 Weiteres 
über das betrachtete System enthält. Die Einflüsse von 6^ AI be- 
rücksichtigte der Verfasser, Zeitschr. f. Baukunde 1882. üeber 
Untersuchungen anderer combinirter Systeme siehe die Aufsätze 
Müller-Breslau' s, Civilingenieur 1883 und Zeitschr. f. Bauwesen 1884. 



Aufgabe 54. Verschiedene Bogen und Balken. Nach § 47. 

Ein Stab mit gerader oder einfach gekrümmter Schwerpunkts- 
axe und einer diese enthaltenden Symmetrieeb^ne sei in letzterer 
beliebig belastet und an den Enden gestützt. Das Stabmaterial ist 
homogen und besitzt in allen Punkten Elasticitätsaxen parallel der 
Stabaxe. Es sollen die von der Belastung und einer gleichmässigen 
Temperaturänderung r des Stabes herrührenden kleinen Deforma- 
tionen der Stabaxe, sowie die in den Gleichungen der Aufgabe 51 
vorkommenden Grössen M, M\ H für eine Anzahl praktischer Fälle 
abgeleitet werden. 

Wir denken uns in der Stabebene ein rechtwinkliges Coordi- 
natensystem in fester Lage gegen die anfängliche Gruppirung der 
Stabpunkte angenommen und beziehen die Coordinaten x, y, sowie 
den Neigungswinkel g) auf die anfängliche Stabaxe. Als Quer- 
schnitt X werde ein vor Eintritt von Spannungen durch den Punkt 
Xf y geführter Schnitt senkrecht der Stabaxe bezeichnet. Wegen 
vollständiger Symmetrie von Stab, Belastung und Stützung hinsicht- 
lich der Stabebene bleibt die Stabaxe auch bei der Deformation 
eine in jener Ebene liegende Curve einfacher Krümmung. Wir setzen 
die Aenderungen von 9, Xy y so klein voraus, dass nach Aufgabe 50 
die Gleichungen bestehen 
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(1) 



Ag? = fvds, 

Ax = — / Aq)dy + / Udx, 

Ay = I Affdx -{- 1 üdy. 



Die Ausdrücke der ?7, V sind in Aufgabe 50 gegeben. Für die 
meisten Fälle kann man setzen 

(2) U^ar + ^, r ^, 

wovon wir bei Ausführung von Integralen Gebrauch machen werden, 
während die allgemeinen Gleichungen auch für genauere ü, V gelten. 
Mx in (2) bedeutet das Moment der schliesslichen Flächenkräfte 
parallel der Stabaxe im Querschnitt x hinsichtlich des Axpunktes 
dieses Querschnittes. Da aber bei der innerhalb der Elasticitäts- 
grenze bleibenden geringen Deformation des anfänglich senkrecht 
der Axe stehenden Querschnitts die Componenten der Flächenkräfte 
senkrecht der Stabaxe ein gegenüber Mx in Betracht kommendes 
Moment hinsichtlich des Axpunktes nicht erzeugen, so können wir 
Mx als das Gesammtmoment der Flächenkräfte des Querschnittes 
ansehen. . Weil ferner die Aenderungen von 9, x, y gegen diese 
Grossen selbst verschwinden, so gelten sämmtliche Beziehungen der 
Aufgabe 51, durch welche auch Mxy Nx bestimmt sind. Wir setzen 
bei Integrationen voraus, dass mit Rücksicht auf die Stellung oder 
Dimensionen der Querschnitte die Grenzen der dort auftretenden Z 
als Abscissen aufgefasst werden dürfen und beachten das in Auf- 
gabe 2 gegebene Integrationsverfahren. Dass die Voraussetzungen 
der Formeln (1) im Falle unserer Aufgabe zutreffen, ergibt die am 
Schlüsse der Aufgabe 45 citirte Arbeit von Pochhammer, 

a) Balken mit einem festgeklemmten und einem frei schwebenden 
Ende. Fig. 46. Ursprung der Coordinaten im Schwerpunkte des Ein- 
klemmungsquerschnittes, Schnitte und l diesem und dem freien End- 
querschnitte entsprechend, womit M' = Ä' = H = 0. Es folgen aus 
A. 51, (5) (4) 

(3) M = -^Pa, Ä ==^P, 



und aus A. 51, (3) (2) 

i i 

(4) M, ^P {a - x), V, =2^- 

X X 

Auch andere Gleichungen der Aufgabe 51 lassen sich vereinfachen. 
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Da ftbr X «=» nun Aar «» Ay «= Aq> = 0, so liefern die Gleichungen 
(1) für beliebige Axform und beliebige Qnerschnitte mit Ag)^ =^ 



(5) 



A9> = A 9)0 + / VäSf 



X X 

Aa? = — I Ay rfy + I f/"da?j 



Ay == I Atpdx + / t'rfy. 


Durch die Beibehaltung von A^^ wird einer etwaigen Drehung des 
Stabes an der Einspannungsstelle Rechnung getragen', ganz wie in 
anderen flUlen einem Ausweichen der Stützen. 



kßm 





Fig. 46. 



Für anfanglich gerade Stäbe mit constantem ES ergeben die 
Gleichungen (5) nach Ausführung der Integrationen (Aufgabe 55) 

Afp = Ag)o - , ,'^, I 2Mx + Ä2^ -^P{x ^ ay 



(6 



2i:e/ 



L 



Ax = cra: — Jf Ay^ + 



ks 



)\ 



k 



31fx* + Ax" 



-2'^(x-a)»J 



+ As ^^Äx^^P(x^a 



i) 



Ay = ar y + X Ag>, - ^/^^ 1 3 J/x-^ + Aa^ -> P (x - a^ 

worin 5 die Stablänge von bis 1 bedeutet und für vollständig feste 
Einspannung Ag)^ ^^^ ist. Für das freie Stabende liefern Tor- 
stehende Gleichungen mit x = / 



(7) 
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Aq> = Aq>o + 



8 



2E&1 



2p< 





AI = atl—hAtp^ — ^^,^Pa^{3l - a) + -^^Pa, 





8 



Ak = atlc + lAg>, + ^i^f^Pa' {U-a) + ^^^Pa. 



b) Balken mit frei drehbaren Enden. Fig. 47. Ursprung der 
Coordinaten in einem Endquerschnitt, Schnitte und l durch beide 
Endquerschnitte, so dass M=M' = H=0, womit wesentliche 
Vereinfachungen der Gleichungen in Aufgabe 51 eintreten. Beispiels- 
weise erhalten wir die Stützenreactionen 

(8) A = {^P (l - a), Ä = 12'^«' 







und für die Schnittkräfte 



(9) 



F, = ^ — Jp— -j-S^ (^ - «) - tS-P« = ^ = — > 

^^J l J^J ^ ' l J^J Sin Gp cosqp' 

a; ^ ^ 

X X l 

M. = Ax -^P (x-a) = ^~i-^Pa + ^^P (l - a). 

X 





Fig. 47. 



Bei ä; == sind tkX = Ay = 0, so dass aus (1) für beliebige 
Äxform und beliebige Querschnitte 



(lOj 





X X 

Aa5 = — / A9> dy -\- i Udx, 





o; 



Ay = I Aq>dx -^ I Udy, 
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worin ^<p^ bestimmt ist durch 



(11) 



AA; = = fAq^dx + fudy. 



Fände eine Aenderung der relativen Höhenlage der Stützen statt^ 
so würde für A^ der entsprechende Werth anstatt einzusetzen sein. 
Für anfänglich gerade Stäbe von constantem E@ liefern vor- 
stehende Gleichungen, wenn s die Stablänge bedeutet (Aufgabe 55) 



(IS) 



(13) 





~ X ~ 

Ax^^^P(x-ay 

- 


9 




ks 
Ax axx y^fü + ^EOP 


_ 


^ KFs 


Äx — ^^^(^ — ö) 

_ 


1 


Ay uzy + xAtp^ ^^.^^ 


~ X ~ 

Ax^ ^P(x af 

_ 


^ EFls 


"" X " 

Ax ^P (x a) 

_ 


f 


A ^^ 1 
t\irt. ==. ■ — /yr -4- 


s \ 


r P/1 n n\ (S 


n /l^ 





l 



In der letzten Gleichung ist bei vollständig festen Stützen AA;==0 
zu setzen. 

c) Balken mit festgeklemmten Enden. Fig. 48. Damit der Stab 
als Balken wirke und nicht Fall f) eintrete, muss eine der Ein- 
klemmungswände horizontal frei verschiebbar sein, sodass 11=0 
wird. Ursprung der Coordinaten im Schwerpunkte des einen Ein- 
klemmungsquerschnitts, Schnitte und l beide Einklemmungsquer- 
schnitte. Um die Gleichungen der Aufgabe 51 verwenden zu können, 
müssen die statisch unbestimmten Momente M, M' aus den Form- 
änderungen abgeleitet werden. Nach A. 51, (4) hat man 



(14) 



Ä = 



M' — M+^P(l — a) 



Da für x = 0, Aa; = Ay == Ag)==0, so liefern die Gleichungen 
(1) für beliebige Axform und beliebige Querschnitte mit A^Jq = 
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X 

Afp =» A% +Jvds, 



X 



(15) 



Ao: 



— I Afpdy + / UdXj 





X 



Ay = I Atpdx-^ I üdy, 





und es folgen M, M! aus den Bedingungen 



(16) 









Sind Ag^oj A9>o ^^ von Null verschieden, so hat man die ent- 
sprechenden Werthe anstatt einzusetzen. 



AI 
ü 


X 


i 




^^^^^^ 


^..^.iy/w 




kpM 


Ä 




i 

Ä 


r 




Fig. 48. 



Für anfänglich gerade Stäbe von constantem E® ergeben sich, 
wenn s die Stablänge von bis l bedeutet (Aufgabe 55), 



(17) 



A9>=^9>o - 



'iESl 



Mi 

2Mx + Ax^ -2^ (^ - ^y 





Aa: = atx — i/Ag)o + 



ks 



+ -^ 



6E9V 
k 



X 



Ay =aty + xAq>Q — 



+ 



EFs 

8 



3Mx^ + Äx^ —^P{cc - ay 



X 

Äx — ^ P (x — a) 





6E01 

k^ 
EFU 



X 



SMx" + Äx^ —^Pix — af 



X 

Ax — ^ P {x — a) 
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und hieraus die StQtzenmomente, wenn der geringe Einfluss von Nx 
d. h. der Glieder mit F Temachlässigt wird, 



(18J 



3f — - l,^Pa(l—ay-{-(lAip,-\-2mipo-3^h-\-Sttrhy-^, 





I 





Wir haben demnach als Beitrag der Belastung allein 

(19) Jlf = - ^V^'^a a - «)*. M'^-^^Pa*(l-a), 



als Beitrag einer Temperaturändening r allein 

(20) M = yj ESaz, 3f' = — ^ J' ES ar, 
und als Beitrag eines Ausweichens der Stützen allein 

M = (Ay, + 2A90 i -) —i-> 

nf (a I oa 3AÄ: 2£f^ 

Jtf = — [A(p^ + 2Ag>i j^ ^^ -• 



(21) 



d) Bogen mit Eämpfergelenken nnd einem Zwischengelenk. Fig. 49. 
Ursprang der Coordinaten in einem Kämpfergelenk (Endgelenk), 
Schnitte und / durch beide Kämpfergelenke , so dass M=M'=0 
werden. Das dritte Gelenk befindet sich an beliebiger Stelle x ==^ g^ 
y ^^f der Stabaxe^ womit nach A. 51, (8) 

jif, = = '-7-^2'^« + t2^ (^ - «) - --7— ^' 





und hieraus der Horizontalschub 

9 

(22) H= ' 



U-kg 



9 

Alle äusseren Kräfte sind damit bestimmt. Wenn f negativ wird 
(Fig. 49), entsteht ein negatives oder drückendes H. Man kann 
jedoch &uch nach oben liegende y, f, k und drückende H als positiv 
ansehen, womit die Gleichung 22 ungeändert bleibt. Wir ziehen vor, 
hier consequent zu sein. Da infolge des Mittelgelenks eine Un- 
Stetigkeit von A^ bei x ^= g eintreten kann, so sei der Sprung- 
werth 

limlAop) = o. 

Wir haben dann nach (1) 



I 
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X 



für x<g, 



(23) 



für x>gj 



Ag) = A9>o + / Vds, 



X 

Ag) = Ag^o + / Vds -{- o, 





und weil für a? = 0, Aa? = Ay == werden, 



(24) 



X X 

Aa? = ■— / ^(pdy + / ?7da;, 



Ay = I A(pdx -{- I Udy, 







^' 



Fig. 49. 



worin die Ausdrücke von Atp vor und nach g verschieden sind. Die 
Werthe von A(Pq und © folgen aus 



(25) 



A? = = — fAq>dy + fudx, 



Aifc= = CAtpdx+ lUdy, 





Setzen wir einen symmetrischen Parabelbogen (äj = 0, 0^== ö^) 

mit Scheitelgelenk und constantem E® cos tp = c voraus, so er- 
geben sich mit 



(26) A = 42'^ {l - a), 





fi^ = 



2/ 



2^a+2'P(«-«) 



L 



nach Aufgabe 55 mit w = @ : i^ f ür x^g 



— 140 - 



Av = AVo-fJ^^-4^^**C3/-2«)-^P(x-a)»j, 



(27) 



A« ^axx — yA9>Q-|- 



ScP 



^x» (2/ — 3x) 



— ^ Ha? (5/* — lO/x + 4a;*) 



-^^C^ - o)' (2/ - 3x- a)j H- -J Jx, 



Ajf =«ry +«^9>o — 



6c 



A3? — "^i Hj? {21 — x) 



-^Vix-aJ 



+ ^^y. 



Für x> g sind den Ausdrücken rechts der Reihe nach — o, 
— ©(y — /}, +ci(x — ^) beizufügen. Die Gleichungen liefern 
dann zufolge (25) 

«" = äii^^'^" (^ - «) ^^ + '" - «*) 



(28) 



-^l(¥+f)+ 



A/ — axl 



' 

worin bei vollständig festen Stützpunkten Aij A/ verschwinden. 
Die Glieder mit dem Factor n stellen den Einfluss von N^ dar. 

e) Bogen mit zwei Kampfergelenken allein. Fig. 50. Ursprung 
der Coordinaten in einem der Gelenke, Schnitte und { durch beide 
Gelenke, so dass 31 = M' = werden, womit sich die Gleichungen 
in Aufgabe 51 wesentlich vereinfachen und nur der Horizontalschub H 
statisch unbestimmt bleibt Da wir für x = 0, Ax = Ay = 
haben, so entstehen aus (1) für beliebige Axform und beliebige 
Querschnitte 



m 



A9 = Ag^o + / ^^^7 



Aa? = — / A^prfy + I Udx, 


Ay = / A{pdx + I Udy. 
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Die Werth von Aq)Q und S sind bestimmt durch 

AÄ; = = — fAtpdx + fUdy, 



Udx. 



(30) 

AZ = 0= rA(pdy+f 



Setzen wir einen symmetrischen Parabelbogen mit constantem 
JE0 cos (p =» c voraus, so folgen aus Aufgabe 55 mit dem durch (26) 




Fig. 50. 



bestimmten Ä und n = & : F die obigen Gleichungen (27), worin 

jedoch, wie die letzte dieser Gleichungen für a? = Z liefert, 

i 

(31) A9)o = i--|^^+6^2^aG-a)(2i-a). 



Die Gleichung für Ax ergibt mit x =^l bei Vernachlässigung des 
Einflusses von Nx (des Gliedes mit n) den Horizontalschub 



(32) H = ^y^Pa {l - a) (P + Za — a«) — {atl — AT) 



Es ist hiemach der Einfluss der Belastung allein 



16c 



(33) 



^= W^^"" ^^ ~ ""^ ^^' + '"* " "^'^^ 





der Einfluss einer Temperaturänderung t allein 
(34) 



TT 15 c 

M = TTT^r CCt. 



sp 



H = ^Al. 



und der Einfluss eines Ausweichens der Widerlager allein 

(35) « — g^^j 

Aus (33) lässt sich, wie zu A. 53, (30) gezeigt, eine zuerst von 
Frcmkel gegebene Näherungsformel ableiten. 
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f) Bogen ohne Gelenke. Fig. 51. Ursprung der Coordinaten im 
Schwerpunkte des einen Einspannungsquerschnitts, Schnitte und l 
beide Einspannungsquerschnitte. Es sind M, M', H statisch un- 
bestimmt. Für beliebige Axform und beliebige Querschnitte hat 
man nach (1) 



(36) 



l 



X 

Afp = AfpQ + / Vds, 



X X 

Aa? = — I A(pdy -}- i Udx, 



X X 

Ay B» I A(pdx -]- I üdy, 



worin für vollständig feste Stützen Ag^o = zu setzen ist. Die Werthe 
Mj M\ H sind bestimmt durch die Gleichungen 

i 



l l 

Al = = — i'Atp dy + Cudx, 



{ l 

Afc = = CAfpdx + iVdy. 

e 

Sollen Bewegungen der Stützen in Betracht kommen^ dann hat 
man die entsprechenden Werthe von Afpi, AI, AJc anstatt ein- 
zuführen. 



(37) 





Fig. 51. 



Setzen wir wieder einen symmetrischen Parabelbogen von con- 
stantem ES cos g) = c voraus, so liefert Aufgabe 55 mit n^=S:F 
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(38) 



Atp=A<pQ 



2c 



if 



V 



2Mx+Ax'-fliHx\Sl—2x)-2^P(x—ay 





Ax = atx — yAgjo + 



3cl' 
Bf 



2Mx^ (3 l-4:x)+Aa^(2l — 3x) 



— ^Hx'(5P-10lx + 4:X*) 



61 



^Pix -af(2l — Sx — d) 



+ -Hx, 

' c ' 



Ay=-aTy + xAtpQ — — 



6c 



2f 



3Ma;« + Ax'-^Ha? (21 - x) 



-^P(x-ay 



n 



+^^y, 



woraus zufolge (37) bei Vernachrässigung des Einflusses von Nx 
mit A nach (14) resultiren 



(39) 



M = -^'^Pa (l - af (5a - 21) 



, /o A A 2AÄ; , 5AZ barl\ Sc 

+ (3A9>o - A9, - — + ^ - -ä^j -j-, 

27"/ T* 



+ (a9o-3A9), + ^" + 



2Ak , 6AZ __ 6 

W """2/- 



Für vollständig feste Stützen sind AtpQ = A(pi ===: AI = Ak ^= zu 
setzen. Die Gleichungen (39) liefern als Einfluss der Belastung allein 



(40) 



S=;^2Pa'il-ay, 

' Ü 

l 



l 



als Einfluss einer Temperaturänderung r allein 

45c ar 



ir — 



(41) 



if 



2 ; 



1^ Ti>r/ 16c «T 2 ,T^ 

Jtf = Jlf '= ^— = — iZ/. 
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Der Einfloss eines Aasweichens der Stfitsen ist allgemein 

(42) Jlf=(3A^,-A^,-?f* + ^')?f, 

ilf'=(A^„-3A^, + «f + ^')?f, 

und wenn nur eine Aenderong der Spannweite l, keine Neigong nnd 
Senkung der Stützen eingetreten ist, 



(43) 



^ — irr' 

xr ikM' 15c AZ 2 -rrr 



BeispieL Für die stabformigen eisernen Bogen mit Eämpfer- 
gelenken der älteren Coblenzer Rheinbrücke ist bei einer Pfeilböbe 

Ton /"= — TT ^^ — 8,91614 m der Mittelwerth von ES cos q> für 

Meter und Tonnen als Einheiten c = 20000000 • 0,36497. Es soll 
der von einer Temperatuiunderung x = 30° herrührende Horizontal- 
schub H nach den Formeln für symmetrische Parabelbogen be- 
rechnet werden. 

Die Gleichung (34) liefert mit a = 0,000012 unmittelbar 

H= — 61,98 tn, 

sodass eine Temperaturerhöhung von 30° eine Yergrosserung des 
Horizontaldrucks anf die Widerlager um 61,98 tn bewirkt. Eine Tem- 
peraturemiedrigung von 30° würde mit r = — 30° den Druck um 
ebenso viel vermindern. 

Hätten die Bogen keine Gelenke, so wurden aus (41) für die 
angenommene Temperaturerhöhung folgen 

fi^ = — 371,9 tn, M=M' = 2210 mtn. 

Der Horizontalschnb wäre also in diesem Falle gerade sechsmal so 
gross wie bei Anwendung von Kämpfergelenken, was nach (34) (41) 
alloremein zutrifft. 

Wollten wir den Einfluss von N^ auf die Formänderungen be- 
rücksichtigen, dann würde an Stelle von (32) zn treten haben 

(44) I ^ = (87-+ Wi'^- (^ - a) (P + /« - «0 



l 



8/"* + Ihn l 

wonach der Einfluss der Temperaturanderung allein 
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und fiir den vorliegenden Fall mit 2,2084 

JBT = — 58,91 tn. 

Eine genauere Berücksichtigung des Einflusses von Nx beim 
parabolischen Bogen mit Kämpfergelenken liefert in Aufgabe 85 
oder 88 als Einfluss der Temperaturänderung allein 

(46) S= ^5^^, 

und in unserm Falle mit q>o = — 19« 58 '59" = — 0,34877 

H = — 59,03 tn. 
Da nach Aufgabe 55, (7) für tg (Pq = q)Q 

Wo 1 

vräre, so müssen die Resultate der Formeln (45), (46) um so besser 
übereinstimmen, je flacher der Bogen ist. 

Aufgabe 55. Biegung gerader and paraboliselier Stäbe. Nach § 47. 

Es sollen die Integrale in den Formeln (1) der vorigen Auf- 
gabe ausgeführt werden: a) für den geraden Stab von constantem 
Querschnitt, b) für den parabolischen Stab von verticaler Parabel- 
axe und constantem ES cos (p. 

Wir denken uns den Ursprung der Coordinaten in den Schwer- 
punkt des einen Endquerschnitts gelegt, womit für a;=0, Ax=Ay=0 
und nach A. 54, (1), (2) für stetige A9?, Ax, Ay 



(i) 



X 



X 






00 

XX X 



Ay = axy + xL(p^ — / dx I -^^- ds + I ^^ dy. 

00 

Wenn infolge von Zwischengelenken an beliebigen Stellen a? = m, 
y =si) ünstetigkeiten 

lim ( Aqp) = CD 

Weyrauch, Aufgaben zur Theorie elast. Körper. 10 
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Yon Afp eintreten, dann sind den rechten Seiten yorstehender Glei- 
chung der Reihe nach beizufügen 

(2) -^io, -^a(y-v), -f^»(x-«). 



Nach Aufgabe 51 haben wir 



(3) 



• 

-Xx = ( -J — ^^ P j sin ^ + fl^ cos 9 , 



worin die Summengrenzen als Abscissen angesehen werden sollen. 

Die letzten Integrale in den Gleichungen für Ax, Ay pflegt 
man in der Ingenieurmechanik zu Temachlassigen. Dies ist ge- 
stattet, wenn es sich um die Berechnung der Grossen Hy Mj M' 
handelt, auf welche Sx nur geringen Einfluss ausübt. Für die 
Formänderungen jedoch darf der Beitrag ron 3x nicht ohne Wei- 
teres gestrichen werden. 

Gerade Stabe yob eonstanten Qaerseliiitt Fig. 52. Für ge- 
rade Stäbe hat man 



^4) Sf=f 



ds 



j dXy sin 9 «= 



l 
cosy = y. 



worin i positir (,Fig. 52) oder negatir sein kann und ^ die Stab- 
lange zwischen und / bedeutet. Es folgen damit bei constan- 
tem ES 



l^) 






2 Jfx + ^jt^ _ _ jjx» 



} 






X X 



üEtit 






3 Jfx* + Ajt' - ^ Er" 



-^P(x-«y 
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und weil nach (3), (4) 



^•-f 



-2^+i 



H 



bei constantem EF 




Fig. 52 



(6) 



X 



.y L j 

X 

J L J 



10 



Mit (5), (6) gelten nun die Gleichungen (1). 

Parabolische Stäbe von constantem E® cos 9. Fig 53. Für den 
Fall verticaler Parabelaxe bei x ^= g, y = f hat man 



(7) 



y=-^^{^9-^)> 5I == %{9 -x) = ig (p, 



worin / positiv (Fig. 33) oder negativ sein kann, aber gewöhnlich 
negativ ist. Mit (7) und 

(8) c = E&co8q) = E&^ 

folgen zur Verwendung in (1) 



X 



X 



/'m^ \ r 1 



2Mx + Äx^-^,Hx\3g — x) 











X 



-^P(x-ay 





•1/ •■/ 

(^){o 



9 

X 



y/^M 1 r 2f / x\ 



-^P(x-ay 





10* 
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N.= 



Die genaue Berücksichtigung des Einflusses von Nx führt zu wenig 
eleganten und praktisch unbrauchbaren FormehL Wir berücksich- 
tigen deshalb JV, näherungsweise, indem wir in (1) 

cos 9 

setzen, wie es für Ketten immer 
und für parabolische Bogen bei 
gleichmässiger Belastung der gan- 
zen Spannweite l genau gilt (also 
annähernd bei jeder Totalbelastung, 
für welche auch die Formänderungen 



Fig. 68. 



besonders interessiren). Führt man dann ein 



(10) 



_ S _ c 

^~ F ~ EFco&q>' 



wobei n entweder wirklich eine Gonstante ist (wenn S = -^ ge- 
setzt wird und h die constante Entfernung der Gurtungsschwer- 
punkte bedeutet) oder als Mittelwerth aufgefasst wird, dann hat 
man in (1) 

I X 



(11) 







X X 







Wenn auch Stäbe mit YoUständig constantem ES cos q) nicht 
wohl vorkommen, so ist doch die Annahme eines constanten Mittel- 
werthes c für diesen Ausdruck mitunter noch genauer wie die 
Annahme eines constanten ES {Weyrauch^ Theorie der elastischen 
Bogenträger, München 1879). Ob man kreisbogenformige Axe mit 
constantem ES oder parabolische Axe mit constantem ES cos tp 
annimmt, hat bei den üblichen flachen Brückenbogen nur geringen 
Einfluss auf Hy My M\ Die Integralwerthe in (1) f&r kreisför- 
mige Axe geben die am Schlüsse von Aufgabe 50 citirten Schriften; 
bezüglich des Vorgehens bei beliebiger Axform und beliebig ver- 
änderlichem ES siehe den Aufsatz des Verfassers: Ueber die Be- 
rechnung der Dourobrücke, Zeitschr. f. Baukunde 1880. 
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Aufgabe 56. Navier'sche Biegangsformel bei Temperatar- 

änderangen. Nach § 47. 

Die in Aufgabe 43 verlangte Beziehung zwischen der Krüm- 
mung der Axe eines anfänglich geraden Stabes und dem Momente 
der erzeugenden Kräfte unter Zulassung einer resultirenden Normal- 
kraft Nx und Temperaturänderungen t = tg -{' tv im Querschnitte 
X bei con^anten ts, t abzuleiten. 

Wir gehen von den allgemeinen Gleichungen (6) — (8) der 
Aufgabe 50 aus. Sie liefern für anfänglich gerade Stäbe mit r = cx), 
W= & bei beliebigen Temperaturänderungen 



(1) 



-dT = WF '^fJ'^ ^^' 

dAq) M^ a / 

ds E& S 9 ' 



(2) <y = -/ + t;^ + - 



Ea r 



tdF + 



Ea r 

—JvrdF^ 



Ear j 



S • Ff ' 9 

und für r = r, + ^v> wegen 

fdF=^F, jvdF^O, iv^dF=S, 



die einfacheren Formeln 

dt^s 



(3) 



N. 



(4) 



ds ~ EF "^ "^" 






r, stellt die Temperaturänderung in der Axschicht und t die Dif- 
ferenz zwischen den Temperaturänderungen bei t; = 1 und dar. 
Wählt man die a;-Axe parallel der anfänglichen Stabaxe, so 
folgen bei ungeänderter Gleichung (4) mit ds = dx 



N. 



(5) dAs = ar,da? + -^^da?, 

und für kleine Deformationen, wenn die Aenderung von dx gegen 
diesen Werth vernachlässigt wird und y die schliessliche Ordinate der 

du 

elastischen Linie bedeutet, mit A(p == (p = j- 
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dq> d*y 


^. 


1 
— a^ = 

9 


dx dx* 


ER 



(6) 

Für ^ = entsteht hieraus die gewohnliche ^at^icr'sche Formel. Das 
Hinzukommen einer Normalkraft Nx und gleich massiger Temperatur- 
änderungen im Querschnitt x hat also keinen Einfluss auf den Aus- 
druck dieser Formel. 

Die Gleichung (6) wurde aus praktischer Veranlassung vom 
Verfasser abgeleitet. Man hatte bei Drehbrücken, deren Träger 
gerade Stäbe über drei Stützen nach Art der in Aufgabe 47 , 48 
betrachteten bilden, die Trägerenden mitunter bei starker Sonnen- 
hitze so fest aufsitzend gefunden, dass eine Drehung erst vorge- 
nommen werden konnte, nachdem der (directer Einwirkung der 
Sonne ausgesetzte) obere Theil der Träger längere Zeit mit einer 
Holzjiülle (schlechter Wärmeleiter) bedeckt war. Auf Grund obiger 
Formel lässt sich diesen und ähnlichen Einflüssen in allgemeiner 
Weise Rechnung tragen (Aufgabe 57). 

Aufgabe 57. Temperatiireiiifltisse bei continnirlichen Balken. 

Nach § 47. 

Auf irgend eine Art sei eine TemperaturdiflFerenz T = To — T^ 
zwischen den obem und untern Fasern eines continnirlichen Bal- 
kens entstanden, dessen Temperatur im spannungslosen Zustande 
überall die gleiche war. Es sollen die Gleichung der elastischen 
Linie, die Stützenmomente und Stützenreactionen, die Schnitt- 
, momente und verticalen Schnittkräfte für beliebige Belastung mit 
Rücksicht auf jenen Einfluss abgeleitet werden. 

Nehmen wir an, dass sich die Temperatur von oben nach unten 
gleichmässig ändert, so gilt die in der -vorigen Aufgabe erhaltene 
Gleichung 

dx^ ~"~~ E®" "^' 
worin, wenn ä die Stabhöhe bedeutet. 



so dass wir haben 

(1) 



T — T T 

i O H 

~ ^ h —y 



d^y clT M^ 

döc^ h ES 



Diese Gleichung lässt sich auch direct ableiten. Durch eine Tem- 
peraturdiflFerenz T bei X entsteht daselbst eine Krümmung nach 
oben, für deren Badius q man hat 
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ccT ds :h = ds: Q, p = — tt, , 

für welche allein also würde 

Q dx* h 

Ohne Bücksicht auf Temperaturdiflferenzen ergab Auf- 
gabe 43 



OfTde 



ds 



SO dass beim Zusammenwirken von Spannungen und 
Temperaturdiflferenzen Gleichung (1) entsteht. Im Wei- ^ 
teren gehen wir ganz wie in den Aufgaben 45, 47 vor 
und können uns deshalb kurz fassen. Auch die Be- 
zeichnungen sind die dort gegebenen. 

Ist T für eine ganze Oeflftiung l constant, so folgt 
aus (1) durch Integration die Tangente des Neigungs- 
winkels der elastischen Linie bei x 



Fig. 54. 



(2) 



^ — AJL— — C^ 
^ — P + -^ ^ — j ^0 



dX y 



und hieraus die Gleichung der elastischen Linie 



X 



(3) 



«T 



y = C+'ßx + -^ 



X 



2 



-ß^ßk 



dx. 





Denkt man sich wieder während der Berechnung der Formänderungen 
JE@ constant gesetzt, dann entstehen mit den in Aufgabe 45 berech- 
neten Integralwerthen 



(4) 



dx Pt^ Ä * iEG 



2Mx + Ax^ - V P{x - af 






X 



SMx^ + ÄX''— yj P(x — af 



Werden diese Gleichungen für x = 1 angeschrieben, so folgen, wie 
in Aufgabe 45, die Neigungswinkeltangenten der elastischen Linie 

bei und l 

i 
M'l+2Ml-\-\'^Fa(}—a){2l—a) 



(5) 



P=-i S7r + 



i 



2h ' 6E@ 



^=-^ + '2h-- 



l 



eE@ 



Ml 



1 ^ 
+ 2ilf'Z + y VPa(i - a)(l + a) 
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Die Formeln (4)^ (5) lassen sich selbstverständlich auch auf die in 
Aufgabe 46 betrachteten Stabe anwenden. 

Ueber der StQtze r eines continuirlichen Balkens kann man die 
Tangente des Neigungswinkels der elastischen Linie sowohl als ß' 
der vorhergehenden^ wie als ß der folgenden Oeffhung ausdrücken. 
Thut man dies nach (5) und setzt dann /J'r—i = /Jr, so folgen zur 
Berechnung sämmtlicher Stützenmomente 



(6) 



M^ilr-i-\-2Mr{lr-X + lr)-\-Mr+xlr ~ ^P« (i - a) (i + o) 



ZEB^-^ilr-X+^r), 



(7) 



2M^k + M,l, l^Pa{l-a)(2l-a) + 6EB[ß, - '^) 



-\-^E@ 



aT 



Die beiden letzten Gleichungen kommen nur bei Stäben mit einge- 
spanntem Enden in Betracht. Mit den so bestimmten Stützenmomen- 
ten gelten für beliebige Oefiftiungen die in Aufgabe 44 gegebenen 
Beziehungen. Die Stützenreactionen sind 

Bezeichnen wir die Beiträge der angenommenen Temperatur- 
diflFerenz zu Mr, Tr, Mx^ Vx durch AJtfr, ATr, AJtfa., AF^, so er- 
geben sich mit Rücksicht auf die Formeln der Aufgabe 44 



(9) 



AB 






AM_ 



AMx = ^-^ AM + ^ AM, 



AF.= 



l — ■* ' l 

AM' — AM 

l 



= A^. 



Specieller Fall. Fig. 55. Der Balken habe bei frei drehbaren 
Enden nur zwei Oefl&iungen. Dann sind Jf^ = Jfg = und wir 
erhalten aus (9) für Moment und Keaction der Mittelstütze 



(10) £.M,^3E®^, 



*0*1 
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fQr die Beactionen der Endstützen 

Auf. 



(11) 



ABo = 



l 



AB, 






Auf, 



für Moment und Verticalkraft im Querschnitt x der Oeffnung l^ 
(12) ^M,= j AM, An = 

und für dieselben Grössen in der Oeffnung li 
(13) 



AM, 



ll — X 



AM,, 



AF,= 



AM, 



M, 



■Rß 



l, 



Fig. 55. 



i^,. 



Es nehmen also, wie es auch die Erfahrung an Drehbrücken ergab, 
bei positivem T die Reactionen der Endstützen zu, die der Mittel- 
stütze ab. 

Für zwei gleichlange OeflFnungen \ = l^ = l folgen aus (10) (11) 



AJfi 



3^^!^ 



Ai?o = AJRg 






welche Formeln auf anderm Wege Steiner erhalten hat, der den 
Temperatureinfluss auf continuirliche Träger zuerst rechnerisch nach- 
wies (Wochenschr. d. östr. Ing.- u. Ärch.-Vereins 1877). Die vor- 
stehende allgemeine Behandlung gab der Verfasser Zeitschr. f. Bau- 
kunde 1879. 



Aufgabe 58. Elastische Linie längs und qner beanspruchter Stäbe. 

Nach § 47. 

Ein Stab mit anfänglich gerader Schwerpunktsaxe, durch welche 
eine Symmetrieebene geht, sei in letzterer durch zwei einander ent- 
gegengesetzte, nur wenig von einer Parallelen zur Stabaxe abwei- 
chende Kräfte Q und beliebige Activkräffce und Stützenreactionen 
senkrecht jenen Q ergriffen. Die Q (Absolutwerthe) können ziehend 
oder drückend wirken. Das Stabmaterial ist homogen und besitzt 
in allen Punkten Elasticitätsaxen parallel der Stabaxe. Gleich- 
massige Temperaturänderungen für je einen ganzen Querschnitt 
sind zugelassen. Es soll die Gleichung der elastischen Linie auf- 
gestellt werden. 
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Das im ersten Absätze der Losung von Aufgabe 51 Gesagte 
gilt auch hier. Wir legen die a;-Axe in die Wirkungsgerade der Q 
und setzen die Abweichungen der elastischen Linie gegen eine Paral- 
lele zur a;-Axe so klein voraus , dass K— j gegen 1 vernachlässigt 
werden kann, womit nach Aufgabe 56 

Betrachten wir ein Stabstück zwischen zwei in der Richtung x um 
l entfernten Ebenen, zwischen welchen keine Stützpunkte liegen. 
Bei nur zwei Stützen kann die ganze Stablänge unter { verstanden 
sein. Ursprung der Coordinaten in einer der Grenzebenen, für a; = 
sind y und die Tangente des Neigungswinkels der elastischen Linie 
durch c und ß bezeichnet. Nach den hier gültigen Gleichungen der 
Aufgabe 51 hat man 

(2) Jtfx = SRx ~ Hy, 
worin 

X 

(3) m^ = M+Ax — V P{x^a) 



ist und 



die resultirende Fläehenkraft senkrecht der x-Ane im Querschnitt x 
bedeutet. Die Gleichungen (1) (2) liefern 

(5) 



dx^ E9 Ee 



Als allgemeinste Lösung dieser linearen Differentialgleichung zwei- 
ter Ordnung mit unabhängigem Gliede gibt die Variation der Con- 
stanten von Lagrange 

(6) y^ufU- J—fL^A+vfr^ 





worin U, V Gonstante und «, v die beiden Particularlösungen der 
Differentialgleichung ohne unabhängiges Glied 

^^^ dx^ E9 ^' 

Soweit gelten die Gleichungen auch bei veränderlichem ES, 

Gehen wir zu dem gewöhnlichen Falle eines constanten ES 
über. Dann sind mit 
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(8) 

Particularlösungen von (7) 



;«"= — 






u = sin 7CX, 



V = cos XX. 



also 



d 



u 



V d ig %x 



X 



dx 

V 



d 



u 



dx cos^xa;' 

d cot X X 



X 



und aus (6) 



dx 



dx 



sin^ Y,x ' 



Durch theilweise Integration mit Rücksicht auf (4) und das in Auf- 
gabe 2 gezeigte Tntegrationsverfahren folgen 

/ 3Äa; cos TiX dX = 3Äa: ?^-- j Vx siu XÄ? rfo? 



o; 



X 







cos xa 



8 > 



/».. 



sin;cÄ;diC== -— 3Ä, 



cosxrc j^ 1 /TT' 



cos xo; (2^ 





Wir erhalten damit die Gleichung der elastischen Linie 

1 



(9) y = U sin xx -{-V cos xx 



JE0 71' 



X 



^^x + ^P sin X {x — a) 





und die Tangente ihres Neigungswinkels bei x 



(10) ~-^=TJx cos XX — Fxsin xx — tft^s 



x 



Vx + "^Pcos x(x — a) 





Für a; = liefern diese Gleichungen, wenn 3Ä den Werth von 
Wlx bei fl? = bedeutet, 

_ TT ^ 

ß= Ux — ^^ 2 
so dass unsere Constanten 
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(11) 






V = c-\- 



3R_ 
E97C* 



und die Gleichungen (9) (10) auch wie folgt geschrieben werden 
können 



(12) 



y = 1 sin xa? + c cos «« — £@^ 



x3R. — xSro cos xaj 



— -4. sin xa; + ^J^ sin x(a; — a) 



(13) 



dt/ 

(2 a; 



= ß cos xa? — ex cos xa; 



J5;0x« 



Fx + ^3R sin xa? 



Ä cos xa? -j- 'l^-P cos x(x — a) 



Specielle Fälle, a) Die Kräfte^ Q wirken drückend. Dann hat 
man nach (8) wegen IT = — Q 



(14) 



^~ V E9' 



womit alle übrigen Gleichungen gelten. 

b) Die Kräfte Q wirken ziehend. Dann wird mit IT = ^ in 
(9)-(13) 

(15) 
und da 



'' = >'-iVÄ = ^"' 



sin inx = — (e*** — ß"***)? 
cos inx = Y (e"* + c^"'), 
so lässt sich (12) auch schreiben 



(16) 



y = Ä («"' - e-"') + 4 (e"' + e-"') + ^^'«r» 



2nm 



a; 







— a) Q—'n{x—a)\ 



Ebenso lässt sich (13) umformen. 

c) Es wirken als äussere Kräfte nur die Q, Dann verschwinden 
P, Ay 9Ä, 9Äa: und wir erhalten 



(17) 



y = — sm xa? + c cos xx 



die bekannte Grundformel der Euler -Navier' sehen Zerknickungs- 
theorie. Speciell für drückende Q ist x durch (14) bestimmt und 
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für ziehende Q können wir mit (15) oder nach (16) auch schreiben 

(18) y = Ä (^""^ - ^"") + Y (^""^ + ^"")- 

d) Die Q verschwinden. Dann sind x = 0, SRa? = ^a:, SW = -äf, 
während in (12) der Factor von ß und der durch x^ dividirte 
Elammerausdruck die unbestimmte Form : annehmen. Bilden 
wir demgemäss mit der Bezeichnung 



X 



^M — %M cos %x — J. sin xaj + 2J-P sin X (a: — a) 

^^ qK») 

das Verhältniss der ersten Derivirten nach x, so wird auch 

L^»J.=oO' 

Ebenso ergibt sich das Verhältniss der zweiten Derivirten 

und wir erhalten erst durch das Verhältniss der dritten Derivirten 

•- -^x=0 *- -'x=0 •- -' 

Für den Factor von ß findet sich 

[sin %xl Fx cos xa?"! 
-;r-J = I ^r-J = ^' 
Jx=oL Jx=0 

sodass die Gleichung der elastischen Linie nach (12) jetzt lautet 



(19) y^c+ßx-^ 



X 

3 Jfa;2 + Ax^ — yiP{x — af 





wie wir schon in Aufgabe (45) auf anderem Wege gefunden haben. 

Beispiel. Die Gleichung der elastischen Linie und den Aus- 
druck ihrer Neigungswinkeltangente bei x für den Fall anzugeben, 
dass die P zwischen und x eine gleichmässig vertheilte Last von 
q pro Längeneinheit bilden. 

Wir haben bei der Abscisse a die Last P= qda und damit, 
wie schon in Aufgabe 3 gefunden, 



während sich in ganz analoger Weise ergeben: 
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X 

^^P sin X (a; — a) = g / sin ii(x — a)da= - (1 — cos hlx) , 





X 



^f cos X (a; — a) = 2 / cos x (a? — a) da = 
./ 



= - sin XX. 





Mit diesen Werthen gelten nun die Gleichungen (3) (4) und (12) (13). 
Eine der hier geführten Untersuchung entsprechende Behand- 
lung von Stäben mit sprungweise veränderlichem E& gab der Ver- 
fasser in Sddömilch's Zeitschr. f. Math. u. Phys. 1874^ wo auch die 
obigen Gleichungen mittelst der Methode des integrirenden Factors 
abgeleitet wurden. Einen weiteren Specialfall der obigen Formeln 
enthält Aufgabe 107. 

Aufgabe 59. Erfahrnngsformeln für Spannungen beliebiger 

isotroper Körper. Nach § 50. 

Anstatt wie für feste Körper in § 50 die Verschiebungen von 
einem spannungslosen Zustande aus zu rechnen und Elasticitäts- 
modul und Elasticitätszahl durch 

X^ = Ex:,= — aEyy= — aEz, für Ty = Z, = 0, r = 

zu definiren, seien jetzt für isotrope Körper E, s durch 

(1) X^+P= Ex^^ — BEyy = -- bE0, für Yy=Z,=—Fy r=0, 

und damit die Verschiebungen auf einen Zustand bezogen^ in welchem 
die Spannungen fQr alle einem Funkte anliegenden Flächenelemente 
gleich grosse Normalspannungen — P sind. Die Formeln für be- 
liebige Potentialspannungen abzuleiten. 

Die verlangten Formeln sind in § 49 bis auf den Werth von 
p gegeben. Um letzteren zu erhalten, gehen wir ganz wie in § 50 
bei isotropen festen Körpern vor. Für ein im anfänglichen Zu- 
stande von m (Xy y, z) aus abgegrenztes parallelopipedisches Körper- 
element der Kanten dx, dy, dz würden erzeugen specifische Längen- 
änderungen der Kanten 



in den Richtungen 


X 


y 


z 


die P + Xc allein 


E ' 


sE ' 


bE ' 


w -^ 1 ^y }} 


sE ' 


E ' 


bE ' 


„ P + Zz „ 




bE ' 


E ' 


„ Temperaturänderune 


r allein ar 


az 


ar. 
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Durch Addition erhalten wir mit 

(2) Q = X, + r, + z, 

die ganzen specifischen Längenänderungen der Kanten oder Normal- 
verschiebungen der Bichtnngen x, y, z 

s + 1 X^ s — 2 P ß 

yy = -r- -£- + —r- -e-^je + ''''^ 

8 + 1 Z, B -2 P Q 

Nach § 49 hat man für beliebige Richtungen der rechtwink- 
ligen Coordinatenaxen 

_ ^. + v _ Vfp _ ^, + P 

^*~ 2G^ ' yy~ 2G ' ^'~ 20 ' 

Der Vergleich dieser Formeln mit den darüber stehenden Aus- 
drücken ergibt 

c^\ or g^ P B — 2P ^ . 

(4) i' = f^-ii'-7TT + 2G^«^- 
Wir führen als Bezeichnung ein 

(5) j^L±± 2GCC, 
und erhalten 

oder mit Rücksicht auf § 49, (9) 

(7) p=.p^Jr-2G-^- 

Die Formeln (3) — (7) stimmen für £ = 4 (Aufgabe 73) genau 
überein mit den in § 57 auf theoretischem Wege für beliebige iso- 
trope Körper erhaltenen. Nach (3) (5) besteht bei der nun ge- 
wählten Definition von jB, s für beliebige isotrope Körper dieselbe 
Beziehung zwischen dem Elasticitätsmodul E, dem Gleitungscoeffi- 
cienten G und Temperaturcoefficienten J wie für isotrope feste 
Körper. Auch für letztere gilt vorstehende Ableitung dann, wenn 
die Verschiebungen von einem Anfangszustande aus gerechnet wer- 
den, welchem, etwa infolge eines gleichmässig auf die ganze Ober- 
fläche vertheilten Normaldrucks P, (beispielsweise des Atmosphären- 
drucks, Zug negativer Druck) innerhalb des Körpers überall Xx = Ty 
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= Z, «=: — P entspricht. Ein gleichmässig vertheilter Normaldruck 
auf die Oberfläche hat also bei isotropen Körpern keinen Einfluss 
auf die Beziehung zwischen E, G, J. 

Aufgabe 60. Redncirte Haiiptspannnngen. Nach § 51. 

Eine Grenzbedingung der Spannungen isotroper fester Körper 
für den Fall abzuleiten, dass die von den Spannungen allein (nicht 
von den Temperaturänderungen) herrührenden Normalverschiebungen 
innerhalb bestimmter Grenzen o und — u bleiben sollen. 

Nach der Aufgabe soll bei jedem Punkte m {x, y, z) für alle 
Richtungen n sein 

(1) ö> w„> — w, 

worin Oj u absolute Zahlen werthe bedeuten. Da nun aus § 49, (3) 
und § 50, (5) 

»*» = —2G- = -Jy7" (^« + ^)' 
so können wir auch schreiben 

(2) Eo >Enn=' +-- {N„ + p)> - Eu, 

und ist hierin^ ohne den Beitrag der Temperaturänderung einzusetzen. 
Efin bedeutet nach § 47 oder § 59 die axiale Kraft, welche für ein 
Prisma vom Querschnitt 1 und der Länge 1 die Längenänderung fin 
erzeugen würde, wenn keinerlei weitere Kräfte von Aussen ein- 
wirkten. Mit anderen Worten, eine in der Richtung n wirkende 
einfache Zugspannung oder Druckspannung Enn würde das gleiche 
w» zur Folge haben, wie die wirklichen Spannungen beim Punkte m^ 
es soll deshalb J?n« die reducirte NormcUspannung für das Flächen- 
element der Normalenrichtung n heissen. Ganz entsprechend be- 
deuten 

(3) Eo = 0, Eu = d 

die einfache Zugspannung und einfache Druckspannung, zwischen 
welchen bei zusammengesetzten Beanspruchungen die reducirte Nor- 
malspannung unserer Voraussetzung nach bleiben soll, man hat 

(4) g>En„^-^(Nn+p)>-d, 

c 

worin 0, d auf Grund von Erfahrungen gegeben zu sein pflegen 
und p von den Spannungen allein herrührt. 

Mit Rücksicht auf § 50, (5) lässt sich die reducirte Normal- 
spannung allgemein ausdrücken 

(5) En. = -^-^ N„ - ^^+-^±^ = SR. 
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Da die Hauptspannungen Nn = Ä, B, C und Hauptverschiebungen 
w„ = a, 6, c den gleichen Richtungen n entsprechen (für Potential- 
spannungen), so liefert (5) als reducirte Hauptspannungen 

(6) 



Eb = B — -^±^ = SB, 
Ec=C- ^^±-5 = 6, 



und da die beiden Grenzwerthe der Normalverschiebungen bei m 
sich unter den Hauptverschiebungen befinden müssen, so verlangt 
die Bedingung (4) 

(7) ;^^SC,93,6^-c?. 

Auf die Voraussetzung unserer Aufgabe kommt man bei der 
Annahme, dass die Trennung zweier Körperpunkte m, n erfolgt, 
wenn die durch Spannungen bedingte Entfernung (l + ß„)mw über 
gewisse Grenzen oberhalb oder unterhalb der Entfernung mn (im 
spannungslosen Zustande) hinausgeht, sodass, wenn keine Trennung 
eintreten soll, 

> 1 + e„ > u 

sein muss. Beim Erreichen von o ist e„ positiv, beim Erreichen 
von u ist es negativ. Um vor Trennungen und bleibenden Form- 
änderungen sicher zu sein, greift man o, U noch innerhalb der für 
die Trennung massgebenden Grenzen. Mit 

— 1=0, ^n = w„, u — 1 = — u 

entsteht aus der letzten Gleichung die Bedingung (1). 

Für praktische Zwecke wird vielfach auch der Schubspannung 
eine Grenzbedingung 

(8) max Tn£s 

auferlegt, worin max Tn die grösste Schubspannung bei m bedeutet, 
welche aus den Hauptschubspannungen (§ 17) zu entnehmen ist. 

Die oben gegebene Grenzbedingung entspricht den Annahmen 
von Grashof (die Festigkeitslehre Berlin 1866) und Winkler (die 
Lehre von der Elasticität und Festigkeit, Prag 1867). Eine andere 
Auffassung siehe bei Mohr im Civilingenieur 1882. 

Aufgabe 61. Spanniuigen beliebiger Kärper. Dritte Ableitung. 

Nach § 54. 

Es sollen die Spannungen beliebiger Körper unter der Voraus- 
setzung abgeleitet werden, dass lediglich die mit Quadraten, Pro- 

WxYBAUCH, Aufgaben zur Theorie elast. Körper. 11 
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4 

ducten und höheren Potenzen der Dehnungen multiplicirten Glieder 
Temachlassigt werden dürfen. 

Dieser Fall tritt beispielsweise ein, wenn bei m{x^ y, z) zwar 
die Ton jedem Coordinatensystem unabhängigen Dehnungen gegen 1 
yerschwinden, aber die A|, Ai}, A^ Ton gleicher Grossenordnung 
wie die Aar, Ay, A;? sind. Es wird dann nicht e« »» n« und wir 
haben in den nach wie vor gültigen Gleichungen (1) — (4) des § 54 

— '—'? = Aa; + A| -, - - e„, 

Durch Substitution dieser Werthe in § 54, (4) folgen bei Vernach- 
lässigung der Glieder mit e«^ die Componenten der Totalspannung 
Bn in den Richtungen x, y, ss 



/ "XT 



(1) 



X. = (1 + x,) (3£, - 1,) 4- ^, (?). - Vn) + «. (3. - &.) 

r» = y. (X, - |„) + (1 + y,) (D, - 1,.) + y, (3, - g,) 

^, = ^, (X, - 1,) + ^, o. - II») + (1 + g.) (3. - g,) 

+ 8« + j-^^n^n^CnAt, 



» a 



worin j«, t),, J, durch § 54, (5) ausgedrückt sind. Nach Einführung 
der in § 54 gegebenen Werthe von A|, A17, Ag entstehen: 

+ «» (3» + 8« — S»), 
r« = y. (3e, + E„ - I,) + (1 + yy) (D, + l). - 1,,) 

+ y. (3» + j« — 5»), 
+ (1 + «,) (3- + j» - U 

Für die Dehnung e, hat man nach § 25, (1) bei Yemachlässi- 
gnng von Gliedern mit Quadraten der Dehnungen 



(2) 



I 



Diesen Ausdruck substituiren wir in § 54, (5), aeceptiren die sym- 
bolische Bezeichnung § 54, (7) und erhalten für beliebige Körper 
mit stetigen Verschiebungen und stetigen oder unstetigen Spannun- 
gen zur Verwendung in (1) (2) die Werthe 

J, = Ca: iAx^)n + ßy (Ax Ay^)n + 6, {AxAz% 

+ qa:y (Ax^ Ay)n + qyz {AxAy A;ßr)„ + q,^ {Aa? Ai)n, 
Q„ = Ca: {Ax^ Ay)n + ßy {Ay^)n + 6, (Aj/ A;?^)„ 

+ q^y {AxAy^)n + qyz {Ay^ Az)n + qzx{AxAyAz)n, 
In = ex {Ax^ Az)n + ey (Ay^ Az)n + ^z (A^e?^)« 

-f q^y {AxAyAz)n + iyz {AyAz^)n + ^zx (Aa;^)„. 



(3) 



Selbstverständlich sind auch in den Ausdrücken der q (§ 22) die 
Glieder mit Quadraten aus Producten der Dehnungen zu vernach- 
lässigen. 

In (1) (2) sind 3En, ?)n, 3» und |„, ^„, U durch § 52, (2) (3) 
bestimmt. Speciell für feste Körper hat man X« = ^n = 3n = 0, 
wenn die Verschiebungen in üblicher Weise von einem spannungs- 
losen Zustande aus gerechnet werden. Für beliebige homogene 
Körper sind Klammersummen gleichen Ausdrucks bei allen Punkten 
m{x,yy z) gleich gross. Vernachlässigt man die mit Quadraten und 
Producten der Verschiebungen multiplicirten Glieder, so fallen jn, 
^n, J» in (2) aus, in (3) werden allgemein Cn = n„, g„, = Qn» und 
damit gehen (2) (3) in § 54, (6) (8) über. 

Aufgabe 62. Körper mit Elasticitätsaxen. Dritte Ableitung. 

Nach § 56. 

Es sollen aus den Gleichungen der vorigen Aufgabe solche für 
Körper mit Elasticitätsaxen abgeleitet werden. 

Wir gehen ganz wie in §§ 55, 56 vor. Existirt irgend eine 
Elasticitätsaxe bei w, so kann man sich die x-kxe parallel der- 
selben gelegt denken, womit Summen der Form 

4-^ni^nq> {An, i, Q Aoif Ay^ AzP 



» n 



für n=^x verschwinden, wenn h oder c eine ungerade ganze Zahl 
ist. Es folgen dann aus A. 61, (2) für das Flächenelement der an- 
fänglichen Normalenrichtung x 

11* 



(1) 
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X = (1 + o:,) [X,~ 6, + e. (Ar»). +c,(Arr A»«),+^, (Aa: A;^^^^^ 

+ XyCixy{i^xt^y^)x + X:,i,x (Arr A^*)x, 
rx = y.[3e.-|x+ex(Ar»).+^,(ArcAy«).+ß,(ArrA0«),] 

+ (1 + Vy) Qxy (Aa; Ay«), + y,q,x (AxAe^, 

Zx = Zx [2,- 1. +e, (Aa:»). +Cy (Are Ay«)x + e, (Aa; A^e?),] 

+ jefy g,y (Are Ay*)x + (1 + ^*) 2*« (Aa; Aä;«).. 

Wie selbstverständlich uud übrigens aus diesen Gleichungen zu 
ersehen, ist die Spannung auf fx vor den Verschiebungen eine 
Normalspannung Xj.. 

Kommen zwei zu einander senkrechte Elasticitätsaxen bei m 
vor, so lege man die re-Axe und y-Axe parallel denselben, womit 
Summen obiger Form auch für n = y verschwinden, wenn c oder 
a ungerade ist und nach A. 61, (2) neben (1) treten 

Xy = (1 + x^ qxy ip.y t^x\ 

+ ^y [?)y — %+^x (Ay Aic2)y + ey (Ay3)y+c, (Ay A^«)y] 

+ a;,?y,(AyAxf% 
Yy — Vx qxy (Ay Aa;*)y 

+ (l+J/y)[?)y-^.+^x(AyAa;«)y+£>y(Ay»)y4-^.(AyA^«)y] 

+ y,gy,(AyA^% 

Zy =Zxqxy{AyAx\ 

+ ^y [2)y — i^y+Ca: (Ay Aaj'^y +Cy (Ay3)y +c, (Ay A^^y] 

+ (l+^,)(AyA^V 
Wenn schliesslich bei m drei zu einander rechtwinklige Elasti- 
citätsaxen vorkommen, dann lege man alle drei Goordinatenaxen 
parallel denselben, in welchem Falle obige Summenausdrücke noch 
für n = bei ungeraden a oder 6 verschwinden und neben (1) (2) 
die folgenden Gleichungen gelten: 

X, = (1 + Xx) qzx {AisAx^)s + Xy qy, (AuAy^), 

+ X, [3, — g.+Ca:(A;^ Aa?^,+ey(Ajer Ay*),+e,(Ajer^),J, 

Y, = yx qsx (Aje? Aa;^), + (1 + Vy) Qy (Aj? Ay*), 

+ yz [8,-?.+6.(A;ei Aa;«),+Cy(A^ Ay«),+e.(A/?»),], 

Zz = iSx qzx (AzAx^), + Zy qyz (AzAy^), 

+ (1 + ^.) [ä.—i.+ex(AzAx')z+€y{AzAy^),+e.{Az%'^. 
Für Flächenelemente beliebiger anfänglicher Normalenrichtungen 



(2J 



(3) 
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bleiben in allen Fällen die Gleichungen der Aufgabe 61 besteben. 
Für feste und beliebige homogene Körper gilt das am Schlüsse jener 
Aufgabe Gesagte. Bei Vernachlässigung von Gliedern mit Quadraten 
und Producten von Verschiebungen gehen (1) — (3) in die Gleichungen 
des § 56 über. 

Aufgabe 63. Beliebige isotrope Körper. Dritte Ableitang. 

Nach § 58. 

Aus den Beziehungen der letzten Aufgabe die Spannungen be- 
liebiger isotroper Körper abzuleiten. 

Das zu Anfang des § 57 Gesagte bleibt bestehen. Ferner gelten 
die Gleichungen § 57, (1) und mit der in Aufgabe 61 acceptirten 
symbolischen Bezeichnung § 54, (7) auch die Ausdrücke § 58, (1)— (3). 
Da demnach H, K nur vom Anfangszustande und dem schliesslichen 
i abhängen, welch' letzterer Werth schon bei der AbFeitung der 
Spannungen in § 58 beliebig gross sein durfte, so haben wir 
wie dort 

(1) K=^H. 

Diese Beziehung lässt sich übrigens auch hier in ganz analoger 
Weise wie in § 58 selbstständig beweisen. 
Setzen wir wie in § 32 

wonach % die Dilatation bei m (a?, y, 0) bedeutet, so folgen mit der 
abkürzenden Bezeichnung 

(3) p = F + Jt-H% 

nach Aufgabe 62 die Spannungscomponenten in den Richtungen 
Xy y, z für das Flächenelement der anfänglichen Normalenrichtung x 

X;r = (1 + Xx) (2 Hex —p) + Hxyqxy + Hx^q^^x, 

(4) Yx = yx (2Eex -p)+H{l+ yy) q^y + Hy, g,„ 
Zx=^x (2Hex —p) + Hzy qxy + H{1 + g,) q,x, 

für das Flächenelement der anfanglichen Normalenrichtung y 

IXy = ir(l + Xx) qxy + Xy (2Hey —p) + Hxz qyz, 
Yy = Eyx qxy + (1 + Vy) {2 Hey — !>) + Hy.qy,, 
Zy = jff^x qxy + iSy {2 Hey —p) + H{l + z,) qy,, 
und für das Flächenelement der anfänglichen Normalenrichtung z 

X, = H{i + Xx) qzx + Hxy qy, -f- x, (2He, —p), 
(6) ^ r, = Hyx q.x + H{\+yy)qy, + y. (2 He, - p\ 
Z^ = Hzx qzx + HZy qyz + (1 + ^.) (^He, — p\ 
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Durch Substitation dieser Ausdrücke in § 36, (2) ergeben sich mit 
Rücksicht auf § 25, (3) die Gomponenten der Totalspannong Bn des 
Flächenelements der anfänglichen Normalenrichtang n in den Rieh- 
tnngen x^ y, 

Xn=H pl + X:,) qnx + Xy Qny + X, },, J — p [cOS (flx) + Xnj , 

(7){ Yn — H^y^qn» + (1 + yp)9nv + y*«»,] — 1> [cos (ny) + y,], 

Zn —H^Z^qnx + 0yqny + (1 + ^z)?»*] — P [cOS (ft^) + iEf„J . 

Wir multipliciren dieselben bezw. mit cos (sx), cos (sy)y cos (se) 
und erhalten bei Beachtung von § 4, (8) und § 25, (4) die Com- 
ponente von Rn in beliebiger Richtung s 

(8) Sn — S(äns + S^qnx + S^qny + 5,},,) —p [ COS {fis) + S« J . 

Diese Gleichung enthalt (4)— (7) als specielle Fälle und liefert bei- 
spielsweise fiir die Componente in der anfönglichen Normalenrich- 
tung n wegen qnn = 26« + e«* = 2^„ 

(9) Nn = if (2en + w*«nx + Wyj^y -f w^g,,) — 1) (1 + w„). 
Aus (4)— (7) folgt nach 

(Q=Xx+Yy+Z,=2Hx-^p(ß + (ü)+2E(xxex+yyey+0,e,) 

\ +ii(ßxyqxy+9y,qy, + 9»xqMx). 

Yernachrässigt man die mit Quadraten und Producten von Ver- 
schiebungen multiplicirten Glieder, so wird aus (8) mit (3) und g„, = g^t 
allgemein 

Sn = Hgns —(P + Jt) Sn—p COS (hs) 

und das ist die Grundgleichung des § 58, alle unsere Formeln gehen 
dann ebenfalls in die dort gegebenen über. 

Aufgabe 64. Spannungen durch concentrische Verrücknngen. 

Nach § 58. 

Es sollen die Spannungen abgeleitet werden, welche in isotropen 
Körpern durch concentrische Verrückungen der in Aufgabe 23 an- 
genommenen Art entstehen. 

Verrückungen der fraglichen Art sind nach Aufgabe 79 in 
isotropen Körpern nur möglich, wenn die Total verrückung q von 
der Form 

(1) Q = ar+ ^ 

ist. Da wir es im vorliegenden Falle mit Potentialverschiebungen 
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zu thun haben ^ welchen sowohl nach den Erfahrungsformeln wie 
nach beiden theoretischen Ableitungen für isotrope Körper auch 
Potent^alspannungen entsprechen, so kann von den in § 49 zuletzt 
gegebenen Gleichungen ausgegangen werden. Nach § 49, (13) ist 
für ein Flächenelement der anfanglichen Normalenrichtung n die 
Componente der Totalspannung jß» in beliebiger Richtung s 

' S^ = 20{a + ^-{^)c6s{ns) 

(2) { 6- [x cos (nx) -^ y cos (ny) + $ cos (nz)] 

• r.a? cos (sx) + y cos (sy) + ^ cos (sg)] , 
woraus die Normalspannung mit s = n 

[ g-r I a; cos (na;) + y cos (wy) + ä! cos {n0)\ , 

während mit s = x, y^ folgen 

X« = 26? (a + -^ - 2!-) cos (»«) 

-\ r- \x cos (nx) + y cos (wy) + ^ cos (n^rn , 

r„ = 2Ö (a + -^ _ ^) cos (ny) 

-| s^ [a; cos (nar) + V cos (ny) + ^s cos (neu , 

Z„ = 2G(a+^-^) cos (ne) 

H p-^ [a; cos (nx) + y cos (ny) + « cos (wi?)J . 

Diese Gleichungen liefern weiter 

(5) Y,=^2G{a+^-'-^)-p, 

,Z,=2ö(a+^-^)-^, 

wie wir auch aus (2) (3) oder § 49, (17) (18) entnehmen konnten. 
Speciell für n == r ergeben sich wegen 

X cos (nx) + y cos (ny) + cos (nz) = x — \- y ^ -^ - ^=zr 

aus (2) (3) die Spannungscomponente in beliebiger Richtung s und 
die Normalspannung 



(4) 



X,- 


-GGb^, 


r,- 


-ßOblt, 


Zr- 


-66i'^, 
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5. - 2G (a + ^ - ^) Gos (rs) 

-r 1* *®8 (*^) + y *^<*' (*y) + jS' cos (^«)J , 

(7) A',-2ö(a-|^)-p, 

und die Componente in jeder Richtung s A^r 

S.-0. 

Alle Elemente einer um das Verrückungscentrum gelegten Kugel- 
fläche werden nur durch constante Normalspannungen afficirt, welche 
aber im Allgemeinen je nach dem Eugelradius r yerschieden sind. 

Da unsere Gleichungen f&r r ^ bei endlichem b unendlich 
grosse Spannungen liefern, so kann b nur dann Ton Null Terschieden 
sein, wenn das Verrückungscentrum ausserhalb des Körpers liegt. 
Aber auch in diesem Falle muss nach (3) 6 = sein, wenn bei be- 
liebiger Korperform die Oberflache nur Ton überall gleichen Normal- 
Spannungen afficirt wird. Der Werth Ton p ist stets durch §§ 49, 
57 oder 58 bestimmt. 

Speeieller FalL Es sei 5 » 0. Dann folgen aus (2) (3) für 
Flächenelemente beliebiger anfanglicher Normalenrichtungen n 

Sn = (26a — p) cos (ws), 
Nn^2Ga—p, 
für s JL w, jS, = 0. 

Alle Flächenelemente im Innern und an der Oberfläche des Korpers 
werden nur durch gleich grosse Normalspannungen a£Bciri. Beispiels- 
weise haben wir auch 

Z,= r, = Z, = 2Ga— p, 

z, == r. = Z, = 0. 

Aufgabe 65. C^apressira timtr HtUkigel ni YtllkigeL 

Nach § 58. 

Es sollen die Spannungen, Verschiebungen und Yerrnckungen 
angegeben werden, welche bei einer isotropen Hohlkugel der an- 
fänglichen Radien r,, r« beliebigen, innen und aussen gleichmässig 
Tertheflten Normaldrücken Ton tf,, tf« pro qm (für Zug tf,-, tf« n^a- 
tir) im Gleichgewichtszustände entsprechen. 

Genügt eine Losung den Bedingungen des Gleichgewichts, so 
scUiessen wir nach § 73, dass es die richtige isl Im Torliegenden 
Falle trifft dies nach Aufgabe 79 zu, wenn concentiische Yer- 
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rückungen nach dem Kugel centrum angenommen werden, für 
welche wir in Aufgabe 23 die Verschiebungen und in Aufgabe 64 
die Spannungen bestimmt haben, wobei sich zeigte , dass die Ele- 
mente jeder bestimmten Kugelfläche um nur constante Normal- 
spannungen erleiden. Es erübrigt also nur noch, die Constanten 
a, b der dortigen Gleichungen zu bestimmen. Da nach A. 64, (7) 
sein muss 

fürj-^r, _tf, = 2G(«-^)-l>, 

„ y =*=»•« - ffa= 20 (o — ^) — i), 

80 folgen gunächst 



(1) 6 = 



(2) a = 



t a a t 



4,G rj — r,» ' 

a t 

n a r ^ — a^r.^ 

■tr a a % t 



2G^ 2Ö^(r^8— r,.8) 
Nach § 50 hat man für isotrope feste Körper 

und dieselbe Gleichung gilt nach § 57 piit £ =» 4 oder Ach Auf- 
gabe 59 für beliebige isotrope Körper, wenn es sich wie hier nur 
um diejenigen Spannungen und Yerrückungen handelt, welche durch 
<y,-, 6a bedingt sind. Weil femer nach A. 23, (21) für unseren Fall 
CD = 3a ist, so liefert (2) 



(5) (> = «*^+-;t, 



womit auch die ganze Yolumenänderung 
(4) ö F== 4aÄ {tc? — U^) 

bestimmt ist. Da die Aenderung eines beliebigen r sich ausdrückt 

h 

so folgen mit (1) (3) die Aenderung des inneren Radius 

und die Aenderung des äusseren Radius 

(7) Qa = «r r„ - 2g ^Jj_ ^.3) [{^ (Pa r«' - d n») - '-^ ri\ . 
Specielle Fälle. Ist «i = 0, so folgen aus (3) (1) mit 0« *=* « 
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e — 1 8« 



(8) 



und aus (6) (7) 



(9) 



a = ttt — 



6 = - 



a 



«~+ 1 4 ff r.» - Ti 



3 I 



»•«•»•f' 






e — 1 3a r^" 



e — 1 3tf 



Qa — CCtTa — 



r«. 



In ähnlicher Weise vereinfachen sich die Formeln im Falle 6a = 0. 
Für 0i = tf a = <y werden 

(10) o = at_i_--| » _«(r_j), 6-=0, 



(11) 



fi — 2 ff 

p< = atri — -7-rv ^^ n 



pa — art-a 



an 



« + 1 2(? " • V j)' 

e — 2 (T / a\ 



\ 



e 4- 1 2(? 

wir haben einen der in Aufgabe 66 betrachteten Fälle^ wobei den 
dortigen Gleichungen (9) 

^ <P (y; ^) = X i^7 a?) = ^ (x, y) — 

entspricht. 

Hat man es schliesslich mit einer YoUkugel zu than, so sind 
wegen n- «» die Gonstanten a, b durch (10) bestimmt; während 
auch schon deshalb der zuletzt betrachtete Specialfall als eingetreten 
gelten kann, weil mit 6 = nach A. 64, (7) <y,- = ij« = <y ist. Die 
erste Gleichung (11) liefert selbstverständlich p, =» 0. üeber die 
für b = eintretenden Spannungen und Verschiebungen siehe am 
Schlüsse der Aufgaben 64 und 23. 



Aufgabe 66. Körper mit normalen, gleichmässig vertheilten 

Oberflächenkräften. Nach § 58. 

Ein isotroper Körper stehe unter einem auf die ganze Ober- 
fläche gleichmässig vertheilten Normaldrucke von 6 pro Quadrat- 
einheit (für Zug negativ). Es soll entschieden werden; welche 
Spannungen und Verschiebungen irgend welchen bestimmten Werthen 
von 6 und einer gleichmässigen Temperaturänderung r entsprechen. 
Auch die Verschiebungsarbeit D ist anzugeben. 

Nach dem Principe der Coexistenz, welches für isotrope Körper 
Gültigkeit hat, sind die durch (J, r bedingten Spannungen und Ver- 
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Schiebungen immer dieselben, ob gleichzeitig andere Ursachen wirken 
oder nicht. Man kann also bei Untersuchung der ersterwähnten 
Spannungen von sonstigen Einwirkungen und beispielsweise von 
äusseren Massenkräften und Beschleunigungen vollständig absehen. 
Wir nehmen in fester Lage gegen die anfängliche Gruppirung 
der Körperpunkte ein rechtwinkliges Coordinatensystem an, fassen 
die Spannungen im Sinne des IV. Abschnitts als Functionen des 
anfänglichen Orts ihrer Flächenelemente auf und haben dann als 
Losung der Bewegungsgleichungen des § 34 

(1) X^=Ty = Z, &, 

(2) Xy = JLx == JLz = ^y ^''^ ^X ^™ Xz = 0- 

Falls diese Lösung auch an der Oberfläche genügt, ist sie nach § 73 
die allein mögliche und sind dann die Spannungen Potential- 
spannungen, womit die Beziehungen des IL Abschnitts gelten (§ 36). 
Setzen wir dies zunächst voraus. 

Nach § 13 hat man für jedes Flächenelement der anfänglichen 
Normalenrichtung n die Spannungscomponenten in den Richtungen 

I An = — <y COS (wa;), 

(3) T„ = - <y cos (wy), 

l Z„ = — <y cos (w;e?), 
die Normalspannung und Spannungscomponente in beliebiger Rich- 
tung s 

(4) iVn = — <y, Sn = — <y cos (5W). 

Die Totalspannung ist gleich dem Absolutwerthe von tf und die 
Transversalspannung T« = 0. Es genügt also die angenommene 
Lösung auch an der Oberfläche (abgesehen von verschwindend kleinen 
Deformationen der letzteren) und ist die richtige. Dies gilt bei be- 
liebigem Körpermaterial, falls nur die Spannungen in der voraus- 
gesetzten Weise Functionen des anßlnglichen Orts sind. 

Der Körper möge jetzt aus irgend einem isotropen Material 
bestehen. Dann folgen nach § 49, dessen Beziehungen auch nach 
der theoretischen Ableitung des § 57 gültig sind, 

(5) <y =i) — 2öw„, Wn = ^^2^ • 

Die Normalverschiebung ist also für alle Richtungen n bei allen 
Punkten m gleich gross. Beispielsweise hat man 

W dx~ dy~ dz ~ V^G ' 

und die Dilatation 

(7) «, = 3«, = 3^. 
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Nach § 49, (6) mit obiger Gleichung (2) folgt 

(8) gxy=gy»^9zx = 0, 

und damit wird nach § 22, (10) auch die Gleitung g^» beliebiger 
zu einander senkrechter Richtungen gleich Null, wie schon aus Auf- 
gabe 27 bekannt ist. Die Integration von (6) liefert die Ver- 
rückungen eines beliebigen Punktes m {x, y, z) in den Richtungen 

(9) U = yw, + X (^, x), 
und aus § 41 folgt die Yerschiebungsarbeit 



09 



D = f^dK^ — rfödi 



(10) D= UdK= — rlöda) 



unter V des Gesammtvolumen des Körpers verstanden. 

Nach § 50 haben wir für feste Korper und nach Aufgabe 59 
für beliebige isotrope Korper von tf, r herrührend (theoretisch 

£ = 4) 

(11) p = 2Gar ^=Jr — 2G " 



fi + l -^e — 2 

Damit liefert (7) mit Q = — 36 für den vorliegenden Fall 
(12) „. = _ = „^__^_ = „^t-j). 

Berücksichtigen wir (12) in (10), so folgt die Yerschiebungsarbeit 



(13) 



t t 



oder auch wegen 

(Sx = 1 dt + / r dtf 



und (12), 
(14) 



t 





Das Integral ist erst ausfuhrbar, wenn man weiss, wie sich während 
des Entstehens der Verschiebungen r mit 6 geändert hat Da coF 
die ganze Volumenänderung des Körpers, so findet in unserem Falle 
bei gleichem Anfangs- und Endvolumen keine Verschiebungsarbeit 
statt, fall^ das Integral in (14) verschwindet, also beispielsweise, 
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wenn keine Temperaturänderung angenommen wird; oder nach (10), 
wenn das Volumen auch während des Uebergangs constant war. 

Beispiel. Ein isotroper Körper, welcher mit einer starren rei- 
bungslosen Hülle allerseits in Berührung ist, wird um x Grad er- 
wärmt. Welche Spannungen entstehen? 

Da CD «= 3wn = 0, so haben' wir nach (12) 

<y=err = ?-±-^2ffar, 
e — 2 ' 

und nach (10) oder (14) mit cdx = xdfi die Verschiebungsarbeit 

2) = 0. 

Wegen f = 4 lässt sich auch schreiben 

6 = 5Gax. 

Setzt man für Eisen a = 0,000012 und pro qm 6? = 8 000 000 tn, 
so folgt für dies Material 

<y=.480r. 

Jeder Grad Temperaturerhöhung erzeugt für alle Flächenelemente 
im Innern und an der Oberfläche Pressungen von 480 tn pro qm 
oder 48 kg pro qcm. 

Wäre für einen prismatischen Stab zwar die Längenänderung 
verhindert, aber die Aenderung der Querdimensionen frei, so würde 
nach § 81, (15) wegen X = die durch eine Temperaturänderung 
X bewirkte Stabkraft betragen 

S^' — axEF, 

und für Eisen mit obigem J?, a 

S = — 240 Fx. 

Der Druck pro Querschnittseinheit wäre also halb so gross wie der 
specifische Oberflächendruck im vorigen Falle und die Verschiebungs- 
arbeit nach § 81, (11) auch hier gleich Null. 

Aufgabe 67. Wärmetheoretische Hauptgleichnngen für den Fall 

der vorigen Aufgabe. Nach § 58. 

Die in Aufgabe 41 abgeleiteten Hauptgleichungen der mecha- 
nischen Wärmetheorie für isotrope Korper zu specialisiren, auf deren 
Oberfläche nur ein gleichmässig vertheilter Normaldruck von N pro 
Quadrateinheit wirkt. 

Nach A. 66, (7) haben wir 

(1) N=g=p-^Gm, 

worin o die Dilatation und G eine Constante, welche für voll- 
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kommene Flüssigkeiten verschwindei Für andere isotrope Körper 

hat man 

t J 



(2) 



« — 2 



E 



« — 2 



a 



und wenn der Anfangszustand auf (f «s bezogen wird 

(3) pr^Jt-2G--^-^, 

sodass unabhängig vom Werthe der Elasticitatszahl e 

(4) N=. = j{r-{-). 

Es bestimmen hiemach a^ r zusammen mit dem Anfangszustande 
die schliesslichen N, F, T oder je zwei dieser Grossen die dritte, 
wie dies die Gleichungen der Aufgabe 41 verlangen. Aus (4) folgen 



J. 



(5) 



(da dN 

dtü _ dV _ o 
dx ~ VdT —^^y 

da dV 3« 

da" 



VdN 



J ' 



worin zwar V in den Nennern das anfangliche specifische Volumen 
bedeutet, aber der geringen Veränderlichkeit wegen auch das schliess- 
liche vertreten kann. Mit (5) entstehen aus A. 41, (10) die folgen- 
den Formen der Hauptgleichungen 



(6) 



JAV^ 



J de. 



de 



3a da 

Cn-c,=' SaJATV, 



V 

dm' 



dQ 
dQ 



c c 



c,dr + JATVdio 



c^ — c^ 
Cf,dt A rfcD, 



dQ == Cndt — SaATVdö = Cndt — ^" ^ ^" da, 



während A. 41, (13) speciell für adiabatische Zustandsänderungen 
liefern 



(7) 



da 
da 



c J 

n 



c, da 



V 



C'n — C^ 

n V 



n 
Cr, — C^ 



3«= — 



c 


t, ^^ 


J 






^n 


dto 

dt 




^n 


% 


7 




^n 


da 





C« — C„ dt 
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t)ie abgeleiteten Beziehungen lassen sich mit Rücksicht auf (2) 
noch umformen. So folgen aus (6) (7) 



s 
da ^v 8a b E 



(8) c,-c, = j^ SEATVa^ 

(9) 



da C^ Sm e — 2 3 



n 



Nach (5) bezeichnet Sa den cubischen Ausdehnungscoefficienten. 
Setzt man beispielsweise für Silber von T = 273® nach bisherigen 
Versuchen i;= 7400000000, F= 1:10500, « = 0,000019, so 
folgen mit £ = 4 und l:A = 424 nach (8) Cn — Cr,= 0,000983 und 
wegen c„=0,05701 die Werthe c,=0,05603 und ifc=c„:Ct,= 1,0175. 

Aufgabe 68. Spannungen durch Torsion. Nach § 58. 

Ein isotroper prismatischer Stab ist mit einem Endquerschnitte 
derart festgespannt, dass die abliegenden Flächenelemente keine 
Drehung um die Stabaxe vornehmen können. Der Stab wird nun 
so verdreht, dass alle Eörperpunkte, welche anfangs auf einem 
Querschnitte lagen, gleiche Centriwinkel g) um die Axe und von 
dem Querschnittsorte unabhängige Wege parallel derselben zurück- 
legen, wobei der Kleinheit der g) wegen sin g? = 9, cos 9 = 1 ge- 
setzt werden darf. Man soll die entsprechenden Spannungen für 
die einem beliebigem Stabpunkte m anliegenden Plächenelemente 
beliebiger Normalenrichtungen n ableiten. 

Wir legen die ;8?-Axe in die Stabaxe und die Axen der x^ y in 
den Einspannungsquerschnitt. Die von der fraglichen Verdrehung 
herrührenden Verschiebungen wurden in Aufgabe 24 abgeleitet. 
Mit Rücksicht auf dieselben erhalten wir nach § 49, welcher auch 
die theoretischen Resultate für Potentialspannungen wiedergibt, 

(1) X.= Yy^Z,= -p, 

Xy =5 Yflj = 0, 



(2) 



dy 

,Xz = Zx = Gy^ — d'y) , 



wobei |) SS ist^ wenn keine anfangliche Oberflächenspannung an- 
genommen, also beispielsweise auch vom Atmosphärendrucke ab- 
gesehen wird (Aufgabe 59). 

Bei jedem Punkte m (x, y, m) sind die Componenten der Total- 
spannung ü» eines Flächenelementes der Normalenrichtung n in den 
Richtungen a?, y, is nach § 13, (1) 



(4) 
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Xn'^ O \J- — -^yj COS {nz) — p cos {nx), 
(3){ Yn^G (^ J- + ^x) cos inz) — p cos (ny), 

Zn = ö (1^ - ^y) cos (na;) + ß(g^ + -ö-x) cos (ny) — pcos (n^), 

und die Componente von Rn in beliebiger Richtung s nach § 33, 
(2) mit (3) oder nach § 13, (8) mit (1) (2) 

Sn= G (J — %^y\ [cos {nx) cos {sz) + cos (nz) cos (sa;)] 

+ G{J-'\-^x\ [cos(ny)co8(sxr) + cos(n;?)cossy)] — ^|>cos(n5). 
Diese Gleichung liefert mit s = n die Normalspannung 

(5) iV,=2öcos(n;er)[g^-^y)cos(na:)+ (^-J+ ^ cos (ny)]-p. 

Selbstverständlich hätten wir auch in umgekehrter Folge wie hier 
vorgehen können, wobei sich (4) mit Rücksicht auf A. 24, (8) aus 
§ 49, (2) und dann (l)--(3) als specielle Fälle von (4) ergeben 
hätten. 

Für Flächenelemente parallel der 0-Axe folgen wegen n A^z 

(6) X, = — 1> cos {nx)y r, = — 1> cos (ny), 

(7) Z„ - ö (1^ -- ^y) cos {nx) + G(f^ +^ cos (ny), 

während Nn=^ — p wird und wie die Spannungen (6) für den oben- 
erwähnten gewöhnlichen Fall verschwindet. Da für die Mantelfläche 
des Stabes Zn = sein muss, so erhalten wir als Oberflächen- 
bedingung 

(8) fürn±e (^ - *y) cos (n») + g^ +^a;) cos (ny) = 0, 

welcher Gleichung die Function f genügen muss, während die Be- 
dingung für beide Endquerschnitte durch (1) erfüllt ist. 

Aufgabe 69. Torsionsproblem. Aeltere Lösung. Nach § 58. 

Ein isotroper prismatischer Stab ist bei einem Endquerschnitt 
derart festgespannt, dass die anliegenden Flächenelemente keine 
Drehung um die Stabaxe vornehmen können. In den Elementen 
des anderen Endquerschnitts wirkt ein Moment M auf Drehung 
des Stabes um seine Axe. Es soll eine Beziehung zwischen M 
und dem Maass der Verdrehung unter der Voraussetzung abgeleitet 
werden, dass alle Flächenelemente, welche anfangs einem ebenen 
Querschnitte anlagen, gleiche Centriwinkel <p um die Axe zurück- 
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legen und auch nach der Deformation eine Ebene bilden. Die Win- 
kel q> sind proportional der Entfernung von der Einspannungsstelle 
and so klein anzunehmen^ dass sin q> = q>j cos 9 = 1 gesetzt wer- 
den darf. 

Wir legen die z-Axq in die Stabaxe, die Axen der Xy y in den 
Einspannungsquerschnitt. Für das Moment der Schubspannungen 
eines beliebig, geformten Quer- 
schnittselements der anfänglichen 
Grösse dF und des anfänglichen 
Ortes X, jfj z hinsichtlich der Stab- 
axe hat man dann 

Y,dF'X--X,dF'y. 

Betrachten wir nun ein Stabstück 
zwischen einem beliebigen Quer- 
schnitt z und dem von M ergrif- 
fenen Endquerschnitt als System 
für sich, so verlangt das Gleich- 
gewicht der äusseren Kräfte 

(1) M=J{xY,-yX,)dF, 

wobei die Integration auf den gan- 
zen Querschnitt auszudehnen ist. 

Bei der oben vorausgesetzten 
Verdrehung sind die Verrückungen 
eines Punktes m {x, y, z) in Ent- 
fernung r von der Stabaxe mit 
(mx) = a 

I = r cos (a + 9) — ^ cos a, 

1^ = r sin (a + 9^) — ^ sin a, 

5 = 0, 

oder wegen 





Fig. 57. 



COS (a -f: y) = cos a cos tp — sin a sin 9 = cos a — 9? sin a, 
sin (« + 9>) = sin « cos (p + cos a sin qp == sin a + 9 cos a, 

(p = ^z, 



(2) x = r cos a, 


y — r sm a, 


einfacher 




(3) 1 - - »yg, 


ri = d'XZy 



wobei d", der Winkel qp für jg? = 1, als Maass der Verdrehung gel- 
ten kann und TorstonswinJcd genannt wird. 

Weyrauch, Aufgaben zur Theorie elast. Körper. 12 
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Aus (3) folgen 

also wegen g = auch 

(4) g^, = — -fry, gy, = -Ö-a:, 
und nach § 49, (6) 

(5) X, = — G^y, Y, = G^rr. 

Die Totalspannung eines Querschnitiselements in Enlfemung r von 
der Axe wird 

(6) B, = }/X.} +~r? = G^r, 

und das Torsionsmoment nach (1) mit (5) 

(7) M^Gd' C{x^ + y^)dF^Gd' /> dF, 

oder auch 

(8) M = ß^ö, 

wenn ^ das polare Trägheitsmoment des Querschnitts hinsichtlich 
der Axe bezeichnet. 

Die vorstehende noch jetzt mitunter gegebene Losung des Tor- 
sionsproblems kann nicht allgemein richtig sein, da bei der gewähl- 
ten Voraussetzung %^= fix^y) ^^^ 0. die in Aufgabe 68 abgeleitete 
Oberflächenbedingung 

fürn J.;e^ |^ = = (|^ - ^y)cos(n^)-(|J - ^a;) cos (ny) 

im Allgemeinen nicht erfüllt ist. Nur für kreisförmige und kreisring- 
formige Querschnitte trifft die Bedingung 

X cos (ny) = y cos (nz) 

zu, und fOr diesen Fall, welchen Coulomb bei obigen Annahmen 
über My g (Histoire de TAcad. Royale des scienses 1784) allein im 
Auge hatte, wird sich die Lösung in Aufgabe 70 auch als richtig 
erweisen. Dagegen liefert Aufgabe 72 fiir quadratische Querschnitte 

M = 0,8437 G^® 
und Aufgabe 71 für gleichseitig-dreieckige Querschnitte 

Während vorstehende Ableitung die grösste Spannung Rz ganz all- 
gemein in der grossten Entfernung von der Stabaxe ergibt, liegt 
sie nach der genaueren Theorie bei der Ellipse an den Enden der 
kleinen Axe. 

Aufgabe 70. Torsionsproblcm. Genauere Lfisnng. Nach § 58. 

Ein isotroper prismatischer Stab ist bei einem Endquerschnitte 
derart festgespannt, dass die anliegenden Flächenelemente keine 
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Drehung um die Axe vornehmen können. In den Elementen des 
andern Endquerschnitts wirkt ein Moment M auf Drehung des 
Stabes um seine Axe. Es soll eine Beziehung zwischen M und 
dem Maass kleiner Verdrehungen abgeleitet werden. 

Wir legen die ^er-Axe in die Stabaxe und die Axen der x, y in 
die anfangliche Ebene des Einspannungsquerschnitts. Genügt eine 
Lösang allen Bedingungen des Gleichgewichts im Innern und an 
der Oberfläche; so pflegt man anzunehmen (§ 73)^ dass es die 
richtige ist. Wir machten in Aufgabe 81 die Annahme, dass alle 
Punkte, welche anfangs auf einem ebenen Querschnitte lagen, gleiche 
Centriwinkel tp um die Axe und von dem Querschnittsorte unab- 
hängige Wege t, parallel derselben zurückgelegt haben. Es ergab 
sich dann, dass dies in isotropen Körpern möglich ist, wenn (p beim 
Querschnitte z und 

(1) e = fix, y) 

des Punktes m {x, y, z) den Bedingungen genügen 

(2) 9 = *^, AY=g + g = 0, 

unter %' eine Constante verstanden, welche als Maass der Verdrehung 
gelten kann und Torsionswinkel genannt wird. Sodann wurden in 
Aufgabe 24 die von solchen Verrückungen herrührenden Verschie- 
bungen und in Aufgabe 68 die entsprechenden Spannungen abge- 
leitet, wobei sich als Oberflächenbedingung ergab 

(3) für n±z, (g - ^y) cos (nx) + (g + ^^) cos {ny) = 0. 

Aus diesen Bedingungen mit Berücksichtigung der Querschnittsform 
hat man die Function f abzuleiten. Ist letztere gefunden, dann folgen 
für ein bei Xy y, z gelegenes, beliebig geformtes Querschnittselement 
dF die Spannungen in den Richtungen x^ y 

(4) X, = G^(g-*y), r, = G(g + ^, 

und die Totalspannung 

(5) i2, = >/x7+T?. 

Das Torsionsmoment aber ist nach der Ableitung zu Beginn der 
vorigen Aufgabe 

(6) M=f(xY,'-yX,)dF, 

wobei die Integration über den ganzen Querschnitt zu erstrecken 
ist. Gleichung (1) bestimmt die Fläche, welche jeder anfangs ebene 
Querschnitt nach der Deformation bildet. 

12* 
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ElliptisclLer Querschnitt. Legen wir die Axen der Xy y parallel 

den Halbaxen a, 6, so hat man nach den bekannten Eigenschaften 

der Ellipse für beliebige Punkte der Oberfläche 

008 (nx) xh* 
cos (ny) ya*' 

womit aus (3) entsteht 

Dieser Bedingung sowohl wie (2) genügt die Function 

(8) 5«A^,y) = -^^y;!^6!- 

Da für sie 

(^) di ^y a^ +"&*' dy = — ^^ äqp b^y 

so folgen aus (4) (5) 

(10) X.= -2G»y^,J-^„ T.=^2G»x-^-y,, 

(11) *' = ^6'V«V + 6V, 
und nach (6) das Torsionsmoment 



20» f. 



Setzt man schliesslich die Trägheitsmomente der Ellipse in Hin- 
sicht der Axen Xy y 



A^fyHF^'-^, 



B^ I x'dF^'^ 



■ß 



dann ergibt sich 

(12) ^=2G^^$iJ^ = G^«^. 

Nach Gleichung (8) ist für alle in den beiden Symmetrieaxen des 
Querschnitts gelegenen Punkte S = 0. 

Es sei r die Entfernung eines beliebigen Flächenelements von 
der Stabaxe, dann hat man wegen r* = a;^ + S/^ ^®i ^; V 

■B« = a^ VoV - (a* - b*)7' . 

Bedeutet a die grössere der beiden Halbaxen, so ist B, bei be- 
stimmtem X um so grösser, je grösser r. Die grösste Spannung 
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Bg tritt also jedenfalls am Querschnittsraude ein. Für diesen haben 
wir wegen a^y^ + b^x^ = a^h^ 

Daher folgt der Maximalwertli 

(131 maxE, = 2(?»-i^^= 2G* ^7TTi = 4f^, 



+(ij 



er liegt an den Enden der kleinen Axe. 

Speeiell für den Kreisquerschnitt erhalten wir mit a = b = R 
allgemein ^ = 0, die Elemente eines beliebigen Querschnitts bilden 
auch nach der Deformation eine Ebene. Weiter folgen 

(14) X,= ß^y, Y.^Gd'X, R, = G»r, 

und wenn @ das polare Trägheitsmoment des Querschnitts hinsicht- 
lich der Stabaxe bedeutet 

(15) M= G^& = G^ ^, max B, = G^E, 

alles dies in üebereinstimmung mit den in Aufgabe 69 erhaltenen 
Resultaten. 

Andere Querschnitte. Bedeuten F, ® den Flächeninhalt und 
das polare Trägheitsmoment des Querschnitts hinsichtlich der Stab- 
axe, dann lässt sich Formel (12) schreiben 

(16) ^ = ¥?- • 

In dieselbe Form kann man die Ausdrücke für das Torsionsmoment 
anderer Querschnitte bringen. Wir haben dabei wie oben gefunden 

für den Kreis und Ellipsen beliebigen Axen- 

verhältnisses Je = 4:n?= 39,5; 

femer nach Aufgabe 72 

für das Rechteck vom Seitenverhältnis 1:8 h = 38,5, 

„ „ „ „ „ 1:4/? = 40,2, 

„ „ „ „ „ 1:2 fc = 42,0, 

„ „ Quadrat k =42,7; 

nach Berechnungen von Saint-Venant 

für den Kreissector vom Centriwinkel 45® k = 42,9, 

„ „ „ „ „ 90 A; = 42,4, 

„ „ „ „ „ 180» k =40,8; 

nach Aufgabe 71 

für das gleichseitige Dreieck k = 45. 

Sieht man also von dem extremen Fall eines Dreiecks und 
andern kaum vorkommenden Querschnitten wie Kreissectoren mit 
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Centriwinkeln über 180^ ab^ so treten grosse Unterschiede im Werthe 
der k nicht ein und de Saint-Venanty dem man die erste genaue 
Losung des Torsionsproblems und beispielsweise auch Formel (12) 
verdankt, wies darauf hin, dass man sich von der Wahrheit nie 
weit entfernt, wenn für praktische Fälle allgemein Formel (16) 
mit X; = 40 angenommen wird. (Comptes rendus 1879. I.) Die 
grösste Stabspannuug, welche sich bei der Ellipse an den Enden 
der kleinen Axe ergeben hat, pflegt auch bei andern vielfach vor- 
kommenden Querschnitten, wie Rechtecken, regulären Polygonen 
u. s. w. an diejenige Stelle des Bandes zu trefiTen, welche der Stab- 
aze am nächsten liegt. 

Beispiel. Das Torsionsmoment eines Stabes auszudrücken, dessen 
Querschnitt ein reguläres Sechseck der Seitenlänge a ist. 

Mit den bekannten Werthen 

t:7 31/3^ 2 ^ 61/8" s 

folgt aus (16) 

,. 729 G^a'^ 

10 v^ ifc ' 

worin nun J = 40 gesetzt werden könnte. Durch eine auf der ge- 
nauen Theorie beruhende gute Näherungsrechnuug erhielt Herrmann 
(Zeitschr. d. ostr. Arch.- u. Ing.- Vereins 1883) 

^-=i^' ^1«° * = 41,07. 

Aufgabe 71. Torsion von Prismen dreieckigen Querschnitts. 

Nach § 53. 

Die allgemeinen Formeln der vorigen Aufgabe auf pris- 
matische Stäbe anzuwenden, deren Querschnitt ein gleichseitiges 
Dreieck ist. 

Bei beliebigem constantem c ist eine Losung der Gleichung 
A. 70, (2) 

(1) t^f{^,y) = ^y^—^- 

Wir erhalten damit 

(2) |Z==_3-&^, |/- = 3^?^^*, 

^^ dx c ' oy 2c ' 

und hieraus durch nochmalige Differentiation und Addition die er- 
wähnte Gleichung. Die Oberflächenbedingung A. 70, (3) aber lautet 
mit (2) 

(2 cx\ 
y^ — ic* + -g-j cos (ny) = 0. 
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Daher entspricht Lösung (1) allen Querschnitten, für deren 

Umfang 

^„N 3 (y^ — x^ cos (fiy) — 2xy cos (nx) 

^ ^ 2 X cos (ny) — y cos {nx) 

eine Constante ist. Es folgen für dieselben aus A. 70, (4) die Span- 
nungen 

(4) X,= -Gö-(l + 2j)y, T, = G»(x + S^-^^^, 

und nach A. 70, (6) das Torsionsmoment 



M 



= |?y[2. (.^ 



+ y«) - 3a;» + 9xy^] dF, 



oder, wenn ® das polare Trägheitsmoment des Querschnitts hinsicht- 
lich der Stabaxe bedeutet, 



(5) 



M= G^® — ^ r fix^'^dF - 3 jxy^dF\. 



Den einfachsten Fall der hier betrachteten Art haben wir beim 
gleichseitigen Dreieck, wenn die 
Axen der x, y die in Fig. 58 
angedeuteten Richtungen erhalten. 
Bezeichnen Ä, a die Höhe und Sei- 
tenlänge des Dreiecks, so folgt so- 
wohl für 

h a 

3 2y3 

mit cos (nx) == — ^ 1 und 

cos (ny) = bei beliebigem y, j,.g gg 

als auch für 
y = 4- f— ^^ mit cos (ny): cos (nx) = + V^ hei beliebigem x, 

das heisst also für den ganzen Umfang aus (3) 

(6) c = h = ^y3, 

mit welchem constanten Werthe also jetzt (1)— (5) gelten. 

/ (T X \ 

Zur Ausführung von (5) haben wir mit dF = 2 l — — -^\ dx 




ß^^-'fiT~Vl) 



x^dx 



a' 



480 



wobei die Integration rechts von x = t= l>is x = — = auszu- 
dehnen war, und mit dF =^ dx dy 
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wobei die Grenzen des ersten Integrals rechts wie im vorigen Falle, 

die Grenzen des zweiten t/ ~ — i ; - 1 und y = ( = | 

^ \3 1/3/ ^ V3 1/3/ 

sind. Durch Substitution der gefundenen Integralwerthe in (5) 

folgt mit Rücksicht auf (6) 

\ 40 1/3 / 

Nun ist aber das polare Trägheitsmoment des gleichseitigen Drei- 
ecks hinsichtlich seines' Schwerpunkts 



a' 



161/3 
Wir erhalten damit das Torsionsmoment 

(7) M=^G^@~^G»a'=^^X 

^ ^ 6 80 IbYs' 

und unsere Aufgabe ist gelost. 

Aufgabe 72. Torsion von Prismen rechteckigen Querschnitts. 

NacH § 58. 

Die allgemeinen Formeln der vorletzten Aufgabe auf prismatische 
Stäbe rechteckigen Querschnitts anzuwenden. 

Wir legen die Coordinatenaxen der x, y parallel den Seiten a, b 
des Rechtecks, in welchem Falle die Oberflächenbedingung A. 70, (3) 
folgende zwei Gleichungen liefert 

für a; = Hh -|- ^^^ beliebigen y, -^ — ^y = 0, 
\^) 15 df * 

Um zunächst der allgemeinen Bedingung A. 70, (2) zu genügen, 
wählen wir 

(2) f= -Ö-iTy + Vc(c^y— e-'"y)sinma;, 

wobei die Summe rechts alle möglichen Glieder umfasst, welche bei 
beliebigen Constanten c, m der eingesetzten Form entsprechen. Es 
folgen 

-J-=z%^y -f-^cm ify — (r-"»y) cos mx, 
-J-^=,%-x +^ cm (c^y + (T'^y) sin mar. 



(2n + l 2nH-l \ « , . 

e « — e « y sm — =^— äo;. 
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woraus durch nochmalige Diflferentiation und Addition A. 70, (2) 
entsteht. 

Damit nun die Function f auch der ersten Bedingung (1) ge- 
nüge, dürfen nach (3) nur diejenigen Glieder in unserer Summe Auf- 
nahme finden, für welche m von der Form 

(4) m = ' — n 

ist, wobei für n der Reihe nach alle ganzen Zahlen von bis cx> 

zu setzen sind. Es wird dann cos mx für a; == + -^ zu Null und 
wir erhalten 

/ 2n + l_ 2n + l 

Um schliesslich noch die zweite Bedingung (1) zu erfüllen, ent- 
nehmen wir aus der zweiten Gleichung (3) für beliebige y 

IL + d'X^^- 2d^x 

/ 2n + l 2n + l \ „ i ^ 

und haben dann 

, /2n-|-l nb 2n-|-l 7tb\ 

= 2»x +^ cn ^-i [T^ ^ + e ~ ^) siu ^+^ nx. 

Diese Gleichung lässt sich auch wie folgt schreiben 
--^:^M====Ci(e2^ + e 2«j sin w + 3^3(^62« ^^ 2« jgin3te + ... 

+ (2n+ \)c2n^i\f~^~^ -e ~^2~ ^jsin(2w+l> + - 

Nun liefert die Betrachtung periodischer Reihen in der höheren 
Analysis unter Anderem 

—u = — sin w 4- -TT- sin 3 i* — -^r^ sin 5te + • • • 

4 '9 25 * 

+ (2^)^ «^(2*^+1)« + - 
Daher erhält man als Ausdruck der zweiten Bedingung (1) 

(a\ r — — ^^' (-ir 

W t;2n4-l ^3 / 2n+l 6yr 2"n + 1 bny 

(2n + 1)3 ^e 2 a + e 2 « j 

womit Function f und alle davon abhängigen Grössen vollständig 
bestimmt sind. 

Setzen wir zur Vereinfachung 
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so folgt aus (5) 

~-ii-^M,<?* -« • ;*,. + ! sin -^3rx, 



welche zuerst Ton TTaniEef abgeleitete Gleichung die neue Form der 
Querschnitte bestimmt. Wie beim elliptischen Querschnitt ist f&r 
alle in den beiden Symmetrieaxen gelegenen Punkte { »» 0. Weiter 
ergeben sich aus A. 70, (4) 

A, = ^t-^ yg • — c • /*«, + ! cos —^arx, 

^G^a^^^ji —^Mf - 7-*Mi . 2*1+1 

it^A^* — « ;*,. + ! sm—^jrx. 



(9) 



Zar Berechnung des Torsionsmoments haben wir nach A. 70, (6) 



i » 



/x r. dF = 2G9b fjc'dx — ^•- Vi,.^. , /Lab ?^ «x-rf« 



•/(< ' " — <• ' ")<'y. 



3 






i 






wobei rechts im ersten Integral rfF=fc cix, in allen übrigm dF=dxdjf 
geseut wuiJe, Die Austuhrung der lutegnitionen ergibt mit Rück- 
sicht auf den durch ^^7) bestimmten Werth tou is. + i 
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/ 



xT,dF=^^^ + '-'''^"''^ ' 



n^ 



'^{2n+ 1)* 



S2G&a^ 



«' 



z 



2n + l 



1 — e 



a 



ftb 



(2n + 1)' 



2n + l ' 

■ — Ttb 



a 



2n + l . > 
■ — Ttb 



1 + e 

2n+l 

yx.dF ^—2j-^^iy — : 

1 + e 
und die Addition dieser Gleichungen liefert wegen 

1 + ^ + -^ H ^ (-f ) 

als Ausdruck des Torsionsmoments 



jtb 



(10) 



If =(?«■«* 



n=QD 

Jb ^ >^ 1 1 — e 

3a ««-^(2« + l)ö 

n=0 

1 + C 



2n4-l 



Ttd 



2n4-l 



Ttb 



a 



Der Klammerausdruck stellt für jedes bestimmte Yerhältniss a : i 
einen Zahlenwerth dar. Beispielsweise ergeben sich 

für a:6 = 2 4 8 

-^_= 0,4569 1,1249 2,4576. 

Damit die Reihe Z in (10) möglichst stark convergire, hat man die 
grössere der Rechteckseiten durch b zu bezeichnen. Will man für 
a>b eine möglichst stark convergirende Reihe erhalten, so sind in 
(2) — (10) Xy y, a, h an Stelle von y, x^ 6, a und in (2) — (9) — d^ 
an Stelle von d- zu setzen. 

Speciell für das Quadrat folgt aus (10) mit h = a 



(11) M=G»a^ 



n=Qo 






und nach Ausrechnung des Klammerausdrucks 
(12) Jf= 0,1406 G^a*. 

Für den Coefficienten in (12) ergaben ältere Versuche von 
DuUau mit Eisenstäben 0,141 und von Savart mit Kupferstäben 
0,137. In neuester Zeit hat Bamchinger zur Prüfung der Theorie 
Versuche mit Gusseisenstäben angestellt (Civilingenieur 1881). Ent- 
sprechen dem Kreise, der Ellipse vom Axenverhältniss 1:2, dem 
Quadrate und Rechtecken von den Seitenverhältnissen 1 : 2 und 1 : 4 
in der Reihenfolge ihrer Erwähnung die Indices 1 bis 5, so ver- 
langen die theoretischen Formeln 
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%'^:^^:^^:%'^:^^ = l:\,2b : 1,13 : 1,40 : 9,1, 

die Versuche ergaben im Mittel 1 : 1,245 : 1,196 : 1,472 : 9,65, 

während die Formel A. 70, (16) 

mit Ä = 40 lieferte 1 : 1,25 : 1,05 : 1,31 : 8,9. 

Weiteres über das Torsionsproblem findet man besonders in 
den Aufsätzen von Saint-Vmant, Comptes rendus 1847, 1853, 1878, 

1879 und Mem. des savants etrangers 1855, im Handbuch der 
theoretischen Physik von Thomson und Tait, Band I, Braunschweig 
1871, in Castigliano^s Theorie de T^quilibre des syst^mes elastiques 

1880 und bezüglich der Behandlung regulärpolygonaler Querschnitte 
in einem Aufsatze Herrmann^s, Zeitschr. d. östr. Arch.- u. Ing.- 
Vereins 1883. Ueber die Verschiebungsarbeit der Torsion siehe 
Aufgabe 36. 

Aufgabe 73. Bezielmng zwischen Elasticitätsmodul, 
Gleitangscoefflcient und Temperatnrcoefflcient. Nach § 59. 

Die Beziehung zwischen dem Elasticitätsmodul Ej dem Glei- 
tungscoefficienten G und dem Temperaturcoefficienten J für beliebige 
isotrope Körper abzuleiten. 

Da die Verschiebungen vom Zustande X^ = Yy == ^, = — P 
aus gerechnet werden, so haben wir entsprechend § 59 als Definition 
des Elasticitätsmoduls 

(1) für Yy^Z, P und r = 0, X^ = Ex:, - P, 

womit für X^ = — P, a?« = wird und für P = die Definition 
des § 59 entsteht. Aus (1) folgt für die angenommenen Spannungen 

Q = X,+ Yy + Z. = X, — 2F, 

und nach § 57, (17) 

i> = 5 — , p_^ = __- — 

Da nun wegen § 57, (15) 

X, + P = 2(?a;. + P-i), 

so erhalten wir 

X, + P X, + P 
X. + P=2G-^— + -^, 

woraus nach Division mit X» + P und Reduction 

(2) G=\E- 
Setzt man ferner § 59 entsprechend 



— 189 - 

(3) für X, = Ty = Z, = — P, x, = yy = z, = at, 
dann liefern die Gleichungen (15), (17) des § 57 

2(? ^ ^G~ bG v'^ ■+" 2 /' 
und es folgt hieraus 

(4) J=bOa = 2Ea. 

Definiren wir also E^ a in der durch (1) (3) festgestellten 
Weise, so besteht für beliebige isotrope Körper dieselbe Beziehung 
zwischen J5, G, J wie für isotrope feste Körper. Noch schneller 
hätte sich dies Resultat ergeben durch Vergleichung der nach § 57 
für beliebige isotrope Körper gültigen Beziehung 

mit der in Aufgabe 59 bei obigen Definitionen von E^ a erhaltenen 
Erfahrungsformel 

Sollen beide Gleichungen übereinstimmen, so müssen sein 

Aufgabe 74. Toricelirs Theorem. Nach § 63. 

Die Geschwindigkeit zu bestimmen, mit welcher die Theilchen 
einer vollkommenen Flüssigkeit der Mündung eines Gefasses ent- 
strömen, wenn von Massenkräften allein die Schwere wirkt, das 
specifische Gewicht als constant gilt und die Drücke auf den Spiegel 
und an der Mündung gleich gross sind. 

Die Grundgleichungen der Bewegung vollkommener Flüssigkeiten 

lauten nach § 63 

(dp (^ du\ 



(1) 






dz 

Multiplicirt man dieselben bezw. mit dXy dy, dz und addirt, so er- 
gibt sich für jede bestimmte Zeit das vollständige Differential von p 

{ dp = ii (Xdx + Ydy + Zdi) 

(du j , di) j . dw j \ 

Es werde nun dem Coordinatensystem eine feste Lage gegen 
die Gefasswände gegeben und die positive Richtung der j/-Axe in 



(2) 
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die Richtung der Acceleration g des freien Falls gelegt^ dann sind 
die specifischen Massenkräfte in den Richtungen x, y, 

X = 0, Y^g, Z=0. 

Wählen wir ferner, um ein bestimmtes Theilchen zu verfolgen, 

dx'^^udt, dff = vdt, dß=^wdty 

so entsteht aus (2) 

— ^ tsszgdy — {udu -|- ^äv + tadtv), 

oder, wenn V die resultirende Geschwindigkeit und y das specifische 
Gewicht des Theilchens bedeuten, 

(3) dV'^2g{dy--^f)- 

Um die Integration dieser Gleichung vornehmen zu können, 
muss y als Function von p allein gegeben sein. In unserem Falle 
ist y als constant angenommen, daher 

(4) r*^r,' = 2g{y-yo-^^), 

worin die F, p mit und ohne Index bezw. den Orten yo ^^^ V ®'^*'" 
sprechen. Gleichung (4), welche gewohnlich nach BernouUi benannt 
wird, lässt die Geschwindigkeit V eines Theilchens für beliebige y, p 
berechnen, wenn diese Werthe an irgend einer Stelle yo bekannt 
sind. Sie zeigt, dass x^ & und der Weg des Theilchens von y^ bis y 
die Geschwindigkeit V nicht beeinflussen und gibt keinen Aufschluss 
über die Richtung der letzteren. 

Die übliche Ableitung der Ausflussgeschwindigkeit aus Gleichung 

(4) nimmt an, jedes Theilchen bewege sich vom Spiegel bis zur 
Mündung. Wird hierbei die HöhendiflFerenz y — y^ == A zurück- 
gelegt, so folgt für p = jPo ^^^ verschwindendem V^ 

(5) V = )/2yA. 

Die Ausflussgeschwindigkeit einer vollkommenen Flüssigkeit con- 
stanten specifischen Gewichts ist ebenso gross, wie die Geschwin- 
digkeit, welche ein Körper erlangt, der ohne Widerstände vom 
Spiegel bis zur Mündung fällt. Man pflegt dies Resultat als 
Toricelli'sches Theorem zu bezeichnen. 

Gegen vorstehende Ableitung lassen sich Einwände erheben. 
Dass jedes Theilchen den ganzen Weg vom Spiegel bis zur Mün- 
dung zurücklegt, ist eine willkürliche Annahme. Denkt man sich 
die Mündung plötzlich geöffnet, so entweichen die zunächst liegen- 
den Theilchen. Ein anderes Verfahren integrirt Gleichung (3) 
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für die Mündung bei y F« = 2g (j/ — — ) + Const., 

„ den Spiegel „ y^ 7^^ = 2g {y^ - ^) + Const. 

Durch Subtraction entsteht Gleichung (4) und, weil nun y — yQ = 1^ 
ist, für jP = Po ^^^ verschwindendem Vq das ToricaKi'sche Theorem. 
Hiergegen ist zu bemerken, dass (3) sich auf ein bestimmtes Massen- 
element bezieht, die erwähnte Integration also ebenfalls jedem Theil- 
chen den ganzen Weg vom Spiegel zur Mündung zuschreibt. 

Man kann jedoch wie folgt schliessen. Ein Theilchen beginne 
seine Bewegung an beliebiger Stelle y^, während y^ dem Spiegel 
und y der Mündung entspricht, sodass y — yi =h ist. Im voraus- 
gesetzten Falle gleichen Drucks auf den Spiegel und an der Mün- 
dung wird dann der Druck bei j/q abgesehen vom Einflüsse der Be- 
wegung, das heisst für genügend kleine Mündungen 

jPo =jp + (yo — Vi) y =i> + (^0 - y + ^) y^ 

woraus 

(6) 3/-yo-^^ = Ä, 

und mit F^ = aus (4) 

F == )/2p. 

Beginnt beispielsweise ein Theilchen seine Bewegung unmittelbar 
bei der Mündung, so hat man nach (6) in (4) y — ^o^^^; l^o — i>=Äyj 
und bewegt es sich vom Spiegel aus, dann ist der bisherigen An- 
nahme entsprechend y — y^ =^h, p^ -— p = 0. Vorstehende Ab- 
leitung lädst Beginn und Form der Bahn unbestimmt. 

Aufgabe 75. Potentiale bei vollkommenen Flüssigkeiten. 

Nach § 63. 

Die hydrodynamischen Grundgleichungen umzuformen 1) für den 
Fall eines Geschwindigkeitspotentials; 2) für den Fall eines Poten- 
tials der Massenkräfte und einer Beziehung zwischen p und fi; 
3) für den Fall von Potentialen der Geschwindigkeiten und Massen- 
kräfte. 

Die hydrodynamischen Grundgleichungen lauten nach § 63, (2) 



(1) 



dp („ dv>\ 
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worin die BeschleunigungeD nach § 61, (6) 

du d^u . 



(2) 



du , du , du 



du dv , 

"dT "" yr ' 

dir ^«7 j^ 

"de" ä7 "•" 



dx 

dw 



« + 

« + 



dv 

dy 

dw 



v + 



dz 

dv 
dz ' 



, dto 



a) Existirt nun ein Potential f der Geschwindigkeiten, dann 

hat man 

df df .„ df 



u = 



V = 



M? 



dz 



(^) •* "" ax ' " "" ay ^ 

lind die resultirende Geschwindigkeit 

w "• -(!)■+ (f)" +( ^9' 

Es gelten also die Gleichungen (1) mit folgenden Substitutionen 



2 



(5) 



du __ dlf_ , 



dt 



dxdt 



cf d^f , df_ JY__ I i./^ ^V 



dy dxcy ' dz dxdz 

~ dx \dt "^ 2/' 



dv 
'dt 



dydt^ dx dydx~* dy dy* "*" 3-j ^y^^ 



_ d (dJ,V^\ 
~ dy \dt » 2 /' 



dw _ _avi , 






df d*f 



dt dzdt ' dx dzdx * <?y dzdy^^ dz dz* 

~ dz \dt "r 2 /■ 

Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit dx, dy, dz 
und addirt, so entsteht 

(6) 



^^ dx + j; dy + ^dz = d (l^- + ^'), 



dt 



der Ausdruck links ist ein vollständiges Differential nach x, y, z 
(in jedem Zeitelement dt, während dessen ein Geschwindigkeits- 
potential angenommen wird). Als Continuitätsgleichung folgt aus 
§ 62, (7) 



(7) 



d(. , ^J^Ji . 
'» dx "^" 



^^dt .^^dl ^ 



dt ^ dx * dy ^ dz 

b) Existirt ein Potential Ü der Massenkräfte, dann gelten 

dU 

" cy ' 



x = 



du 



dx 



du 

'dz 



(8) 

Lässt sich ferner fi als Function von jp allein ausdrücken, dann ist 
das Integral 
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(9) p = r^ 

ausführbar und wir erhalten 

dp^ dP Ip.= ^ dp^^ dP 

dx ^ dx ^ dy ^ dy ^ dz ^ dz ' 

Unter beiden Voraussetzungen nehmen die Grundgleichungen (1) 
folgende Formen an 

d{U—P) du 



(10) 



dx dt 

d{U—P) ^dv 

dy dt 

d{JJ—P) dw 



dz dt 

Die Beschleunigungen rechts sind durch (2) bestimmt. Werden 
die Gleichungen (10) bezw. mit dx, dtfy dz multiplicirt und addirt, 
dann folgt 

(11) 'iiä- + %äy + %dz^d{U-P), 

sodass auch hier der Ausdruck links ein vollständiges Differential 
nach X, y, z darstellt. 

c) Elistirt schliesslich sowohl ein Geschwindigkeitspotential als 
ein Potential der Massenkräfte^ dann erhält man durch Multiplica- 
tion der Formeln (1) mit dx^ dy, dz und Addition bei Beachtung 
von (6) (8) 

(12) ^^d?7-d(|f + I-y 

und weil hierin die rechte Seite ein vollständiges Differential ist, 
so muss auch die linke Seite ein solches sein, beide Potentiale 
können nur dann gleichzeitig bestehen, wenn fi sich als Function 
von p allein ausdrücken lässt. Umgekehrt muss unter Voraus- 
setzung eines Geschwindigkeitspotentials und einer Beziehung zwischen 
p und |Li allein auch ein Potential der Massenkräfte existiren. Die 
Integration von (12) liefert mit Rücksicht auf (4) (9) 

wobei die Integra tionsconstante weggelassen werden konnte, weil 
man sich f entsprechend bestimmt denken kann. 

Wir haben im vorliegenden Falle bei gegebenem U und be- 
kannter Beziehung zwischen p und ^ für zwei Unbekannte p, f die 
Gleichungen (7) (13). 

Für ihcompressible Flüssigkeiten, und bei constant voraus- 
gesetztem fi überhaupt, können wir annehmen 

WxvBAUGH, Aufgaben zur Theorie elast. Eürper. 13 
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/* 
während die Contmoitätsgleichung (7) flbergebt in 

» 

Aufgabe 76. Satz von Lagrange. Nach § 63. 

Zu entscheiden, ob unter Voraussetzung eines Potentials der 
Massenkräfte und einer Beziehung zwischen p und (i allein die 
Existenz eines Geschwindigkeitspotentials wieder aufhören kann. 

Hat ein bestimmtes Massentheilchen zur Zeit t die Coordinaten- 

geschwindigkeiten «i, v, w, dann sind seine Geschwindigkeiten zur 

Zeit t + dt 

f ■ du ,, / I dv -,. # I dw j, 

wir haben 

u dx + V dfy + w da 

^^udx + vdy •\' wdz-^- \^ ^^ + jf^ ^^ + 57 ^v ^^' 

und bei dauernder Existenz eines Potentials der Massei^kräfte und 
einer Beziehung zwischen p und ft nach A. 75; (11) 

u dx + t^'^y + w dz^^ udx + vdy + wdfjef + d(U — P)dt 
Das letzte Glied rechts ist ein vollständiges DiJSTerential nach x, y, z. 
Gilt dasselbe für 

udx •\' vdy •\' wdz^=^ df, 

womit zur Zeit t ein Geschwindigkeitspotential existirt, dann ist 
auch die linke Seite ein vollständiges Differential; und da wir nun 
das Gleiche fär das nächste Zeittheilchen beweisen und dies Ver- 
fahren unbeschränkt fortsetzen können; so folgt der Satz von Lagrange: 
Wenn unter Voraussetzung eines Potentials der Massenkräfbe und 
einer Beziehung zwischen |Lt und p zu irgend einer Zeit ein Ge- 
schwindigkeitspotential besteht; dann besteht ein solches zu jeder 
Zeit. Der Satz lautet in der JffcZwÄoZto'schen Arbeit über Wirbel- 
bewegungen: Ein TheilcheU; welches einmal nicht rotirt; rotirt nie- 
mals. Es gilt dies z. B. danU; wenn die Bewegung vom Zustande 
des Gleichgewichts hinsichtlich unseres Coordinatensystems aus 
erfolgt. 

Aufgabe 77. Bewegung reibender Flüssigkeiten. Nach § 64. 

Es soll die Aenderung der lebendigen Kraft eines Massentheil- 
chens beliebig bewegter reibender Flüssigkeiten ausgedrückt werden. 
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Die Grundgleichungen der Bewegung reibender Flüssigkeiten 
lauten nach § 64 

c(7^-^)-A(A'»+|f)-|f- 

Multiplicirt man dieselben der Reihe nach mit dx^ dy, dz und addirt, 
so folgt für jede bestimmte Zeit t 

^(d?^^ + 5f ^3^+ 57^^) = ^(^^^+ ydy + Zdz) — dp 

+ f{A^udx + A^vdy + A?wde + dg). 
Wählen wir, um ein bestimmtes Theilchen zu verfolgen, 

dx = udty dy = vdt, dz=^wdt^ 
dann entsteht 

ft {udu + vdv '\' w dw) = ft {Xdx + Ydy + Zdz) — dp 

+ f{p?udx + A^i;c?y + t?wdz + dfp), 

oder, wenn für unser Theilchen y das specifische Gewicht, V das 
specifische Volumen, 

(1) dJf = Zda; + Ydy + Zd;^ 

die Arbeit der Massenkräfte pro Masseneinheit und 

(2) W = ]/w« + i;2 + m;2 
die resultirende Geschwindigkeit bezeichnen, 

(3) '^^^^-f^^ (^'"'^'' + ^'*"^^ + ^*""^'' + ''*)• 

Links steht die Aenderung der lebendigen Eraft pro Gewichtsein- 
heit, das letzte Glied rechts stellt also den Beitrag der Reibung zu 
dieser lebendigen Kraft, die Arbeit der Reibungswiderstände pro 
Gewichtseinheit dar. Wird dieselbe gleich — dB gesetzt, so folgt 

(4) ä^ = ^-rdp-dB. 

Gewöhnliche Fälle. Wir geben dem Coordinatensystem eine 
feste Lage gegen die Wände eines Gefösses oder Canals, hinsicht- 
lich deren die Bewegung der Flüssigkeit in Frage kommt. Folgende 
Fälle sind von besonderem Interesse. 

a) Es wirke als einzige Massenkraft die Schwere. Legt man 
die y-Axe in die Richtung von ^, so hat man in (1) 

x = o, r=^, z=o, 

und damit aus (4) 

13* 
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(5) d^ = dy-Vdp-dR 

Dies ist die Grandgleichung für die technische Theorie der Be- 
wegung Yon Gasen^ Dämpfen and tropfbaren Flüssigkeiten aus 6e- 
fassen und in Röhren. 

b) Das Gefass oder der Canal rotire mit constanter Winkel- 
geschwindigkeit d um eine verticale Axe. Wir legen die y-Axe in 
die Botationsaxe mit der positiven Richtung nach unten, die x-kxe 
durch unser Theilchen und haben dann 

also nach (3) 

und wenn U=^mx die Rotationsgeschwindigkeit in Entfernung x 
Yon der Axe bezeichnet 

(6) d^=.d^ + dy-Vdp-dK 

Dies ist die Grundgleichung f&r die technische Theorie der Turbinen 
und Ventilatoren. Wenn die Schwere yemachlässigt, also dy = 
gesetzt wird, dann darf die Rotationsaxe auch beliebig gerichtet sein. 

Aufgabe 78. Bewegugsgleiehnng Ar isotrope Korper. 

Nach §65. 

Es sollen die drei Bewegungsgleichungen isotroper Körper auf 
eine reducirt werden, welche für den Fall beliebiger Bewegung ohne 
Mitwirkung äusserer Massenkrafte und wenn für gleichzeitige Aende- 
rungen von p und o 

(1) P = /'(«>), e=|f 

gesetzt wird, als einzige Unbekannte die Dilatation o enthält. 

Wir gehen yon der Gleichung 
(2^ o = ^ 4- ^ 4- -^-^ 

^ ^ ex '^ dy ^ cz 



aus, welche nach zweimaliger Differentiation liefert 

^"^^ dt* ~ dxct* "*" cyci" "*" dzci" ' 

Die Bewegungsgleichungen isotroper Körper lauten nach § 65 

dt* — li l^ S + dx) iicx ^ ^' 
t* Ä \ ' ' cy/ ßdy * ' 



dt* ^ \ ' ' dy/ iidy 

^ — ^ /a«^ -L H _ -^ 
dt* ~ f» V^ ^ '^ dz/ iid 
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Wir erhalten daraus durch Differentiation nach Xy y, und s! 

\dydx^ ' ay^ "i dydz^ "*" ayV /^ay* "• 



dxdf" 


f* 


d'^ri 


G 


dydt^ ' 


f* 


dn 


G^ 



dy' 



I a«£ , _a»j_ , ^ , ?!fa\ _ _Ep_ I ^ 

dzdt^ (i \dzdx^ ■*" a;2?ay ' dz^ "^ a^V /^a;?« ' dz ' 

Die Addition dieser Gleichungen ergibt mit Rücksicht auf (2) (3) 
die allgemeine Beziehung 

^^ di^ ~ (i "^ dx "^ dy '^ dz ^ 

wofür im Falle eines Potentials F der Massenkräfte auch geschrieben 
werden kann 

(5) gr = ^^^'--^'P + A'F. 

Handelt es sich nun um eine Bewegung ohne Mitwirkung äusserer 
Massenkräfte, was z. B. immer zutrifft, wenn die Bewegung gegen 
die den äusseren Massenkräften und anderen Kräften entsprechende 
Gleichgewichtslage untersucht wird oder wenn (wie vielfach bei 
technischen Problemen) die Massenkräfte durch eine Anzahl Ober- 
flächenkräfte ersetzt werden, und führt man (1) zufolge ein 

(6) A2jp = eA«ai, 
dann entsteht aus (4) 

/n\ ^^^ ^G — e . o 

0) w ü— ^ •»' 

und speciell fürs Gleichgewicht 

(8) A^a) = 0. 

Die Gleichung (7) gilt u. A. für elastische Schwingungen (§ 97), 
eine Anwendung von (8) findet sich in Aufgabe 80. 
Da für beliebige isotrope Körper nach § 57, (5) 

p = P+Jr — 6?o, 

so wäre bei constanter Temperatur 

e = -§^ G. 

Die Erfahrungsformel für isotrope Körper A. 59, (7) 

p = P + Jt-2G-^ 

liefert im gleichen Falle 

^ 2G 



— 2 

Doch hat man es nicht immer mit constanter Temperatur zu thun 
(§ 100). 
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Aufgabe 79. Concentrische Yerrftckmigeii in isotropen KSrpem. 

Nach § 65. 

Die Totalverrückungeu q der Punkte eines Körpers seien allein 
Functionen ihrer Abstände r von einem bestimmten Punkte und 
liegen in den Richtungslinien dieser r. Zu entscheiden, welche Form 
die Function q annehmen muss, wenn es sich um die durch Ober- 
flächenkraffce erzeugten Verrückungen isotroper Körper nach Wieder- 
eintritt des Gleichgewichts handelt. 

Da die fraglichen Yerrückungen nach Aufgabe 32 Potential- 
verrückungen sind, so folgen aus § 65, (5) (9) die Beziehungen 

cx ex ' 

oy oy ' 

und wenn fOr gleichzeitige Aenderungen von p und q 

(1) P = /•(«>), e = |f 
gesetzt wird, 

Durch Multiplication dieser Gleichungen mit dx, dy, dz und Addi- 
tion entsteht die Bedingung 

{2G — e) rfö = 0, 
oder weil 2G — e nicht gleich Null ist 

(2) dö = 0. 
Nach A. 23, (4)— (6) haben wir 

d — 

(3) (o = fp + ^^ mit (p=^ — -?- = y_JL, 

woraus das vollständige DiflFerential von o 

und nach (2) 

r^dg) + 3q)r^dr = d{g>r^) = 0. 

Durch Integration folgt, wenn — 36 die Integrationsconstante be- 
deutet, 

(4) (pr3=~36, 
oder mit (3) 

r r* 
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Die nochmalige Integration liefert schliesslich 

— = a H — 3 • 

In isotropen Körpern können also concentrische Verrückungen 
unter obigen Voraussetzungen nur dann entstehen, wenn die Func- 
tion ^ von der Form 

(5) ^^ar^^ 

ist, unter a und 6 irgend welche von den weiteren Bedingungen der 
Aufgabe abhängige Constante verstanden. 



Aufgabe 80. Anflere Lösung der vorigen Aufgabe. Nach § 65. 

Die in Aufgabe 79 verlangte Feststellung soll auf Grund der 
in Aufgabe 78 erhaltenen Bedingung fürs Gleichgewicht vorge- 
nommen werden. 

Die fragliche Bedingung lautet 

(1) A^ö = 0. 
Hierin ist für unseren Fall 

(2) o = g? -4 — ^ mit 9> == t^ — — = r -r- • 
\ j X I ^ ^ ar r dr 

Das vollständige Differential von (o wird 

rdg — gdr 



d(o '^ dtp -{• 3 



woraus 

dco dq> dr ^^ 3 / dg dr dr\ 

dx dr dx * r^ \ dr dx ^ dx) 

Da nun ö— = — , so folgt mit der Bezeichnung 

(3) @ = 39 + rfj 

die erste der nachstehenden Derivirten, während sich die beiden 
anderen in ganz analoger Weise ergeben. 

W dx~~r^^ dy~l^^ dz~~r^' 

Weiter erhalten wir 

-, gflo & j , r^d® — 2r®dr 

^ä^ = 7^^^ + ^ 7- ' 

dx* r* ' r* \ dr dx dx/ 

Diese Gleichung entspricht der nächsten Beziehung, während die 
zweite und dritte in gleicher Weise aus den zwei letzten Ausdrücken 
unter (3) hervorgehen. 
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dy* ~ r^ ~^ r^ \ dr r / ^ 

Durch Addition aller drei Gleichungeu folgt nach (1) 

r* * r \dr r / ' 

oder aach 

®dr + rd& = d(r@) = 0, 

und wenn — 2 c die Integrationsconstante bedeutet 

(5) r® = - 2c. 
Hieraus entstehen bei Beachtung von (3) 

3(prdr + r'^d(p = — 2cdr, 
3g)r^dr ^ t^dq) =^ d {q>r^) = — 2crdr, 

(6) 9?r» = — er* — 36, 

unter — 36 die Integrationsconstante verstanden. Diese Gleichung 
liefert mit (2) 



d 



cdr ^bdr 



A* «»8 ^4 7 



woraus durch Integration 

7" = « + T + 7^' 

(7) ^ = c + ar + ^. 

Da die jetzt gegebene Lösung unserer Aufgabe eine Integration 
mehr erfordert, als die Lösung auf Grund der gewöhnlichen Be- 
wegungsgleichungen in voriger Aufgabe, so haben wir auch eine 
Integrationsconstante mehr erhalten. Die Nothwendigkeit einer 
weiteren Integration rührt daher, dass Gleichung (1) durch Diffe- 
rentiation der Bewegungsgleichungen entstanden ist. Wie wir be- 
reits wissen, verlangen die letzteren, dass c = sei. 

Aufgabe 81. Verrückungen durch Torsion. Nach § 65. 

' Ein prismatischer Stab sei bei einem Endquerschnitt derart 
festgespannt, dass die letzterem anliegenden Flächenelemente keine 
Drehung um die Stabaxe vornehmen können. Es soll für den Fall 
isotropen Materials die Bedingung eines Gleichgewichtszustandes er- 
mittelt werden, bei welchem alle anfänglich auf einem ebenen Quer- 
schnitte gelegenen Köperpunkte gleiche Centriwinkel 9? um die Axe 
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und von dem Querschnittsorte unabhängige Wege parallel derselben 
zurückgelegt haben. Die Winkel qp sind so klein anzunehmen, dass 
sin qp = 9?, cos 9? = 1 gesetzt werden darf. 

Wir legen die 0-Axe in die Stabaxe und die Axen der rc, y in 
die anfängliche Ebene des Einspannungsquerschnitts. Sind dann für 
einen Körperpunkt m, welcher anfangs bei x, y, lag, der Winkel 
(mx) durch a und die Entfernung von der Axe durch r bezeichnet, 
dann hat man die Verrückungen von m in den Richtungen x, y^ z 
(Fig. 57, S. 177) 

I == r cos (a -f- qp) — r cos a, 

ly = r sin (a + qp) — r sin a, 

oder wegen 

cos (a + qp) == cos a cos qp — sin a sin qp = cos a — qp sin a, 

sin (a + qp) = sin a cos qp + cos a sin qp = sin a + qp cos a, 

a? = r cos a, y=r sin a, 

einfacher 

(1) |==— qpy, rj = (px, t,=f{x,y\ 

Aus diesen Gleichungen folgen 

dx ~ ^y dx~^' dx~ dx' 

dy ^^ ^2/ ' dy dy^ 

dz ^ dz ^ dz dz ^ dz 

Es ist demnach die Dilatation 

und wir erhalten mit der Bezeichnung 

^ -^ dx^ ^ dy^ ^ dz* 
durch nochmalige Differentiation 

(3) A^l y^, A*iJ = ^g, A^g = AY. 

Nach den Bewegungsgleichungen für beliebige isotrope Körper 
§ 65, (5) müssen, wenn nach den fraglichen Verrückungen bei con- 
stanten P, r Gleichgewicht möglich sein soll, wegen co = die 
Beziehungen bestehen 

A2| = 0, A^i? = 0, A2g = 0. 
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Sie liefern mit den darflber stehenden AoadrUcken 

^-0, AV-0. 

Aus der ersten Gleichung folgeo, wenn <&, 6 Integrationsconstante 
bedeuten, 

Da aber fQr ^er -» der Winkel q> verschwinden muss, so haben wir 
als Bedingungen für die angenommenen Yerrückungen in beliebigen 
isotropen Körpern 

(4) 9-*^, AY=0 + ^-O. 

Der für alle Punkte eines Querschnitts constante Winkel 9 muss 
proportional der Entfernung vom Einspannungsquerschnitt sein. 
Den Winkel 

(5) -^ = 7 oder 9 für 5 =« 1 
pflegt man Torsumswinkel zu nennen. 

Aufgabe 82. Yersehiebniigsarbeiteii beliebiger isotroper Körper. 

Nach § 65. 

Die Yerschiebungsarbeit und virtuelle Verschiebungsarbeit be- 
liebiger isotroper Korper durch die Spannungen am Ende der Verschie- 
bungen auszudrücken. 

Wir betrachten die Spannungen als Potentialspannungen, wie 
es nach den Erfahrungsformeln und der ersten theoretischen Ab- 
leitung immer zulässig ist und haben dann in dem Ausdrucke für 
die Verschiebungsarbeit beliebiger Körper 

(1) D=r»dK, 

als specifische Verschiebungsarbeit bei m (x^ y, z) von Beginn bis 

zu Ende der Verschiebungen 

t 

(2) ^ = nX:,dX:,+ Yydyy+ Z,dis,+ Xydg:,y + Y,dgy, + Z^dg,^). 

Aus § 49, (5) (6) folgen für isotrope Körper 

dX^ + dp dXy 

dXx = gg j dgxy »^ ~"^? 

. dY^ 

äyy = s^ ; dgyz = 



26? 


2Ö 

dZ^+dp 



G 

... dZ. 

dZz = Kä 7 dgzx == 



X 



^Q 7 ^ifZX Q 
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Die Substitution dieser Werthe in (2) ergibt 

t 

mit den Bezeichnungen '<» 

X, + Yy + Z, = ^ + B + C, 

^x'+ V + Z/ + 2Z/ + 2^,« + 2Z;,2=^2^£« + C^ 

Q, ^ sind nach § 14, (15) (16) unabhängig von den Richtungen 
der rechtwinkligen Coordinatenaxen, Ä, B, C sind die Hauptspan- 
nungen bei m. 

Setzen wir für isotrope Körper allgemein (Aufgabe 59) 

(5) p = 'r^{P + J^-T^)> äp-'j^J^^-^i> 

(6) L^2G'-^^E-^, 

dann folgt auch 

t 

worin nach der theoretischen Ableitung £ = 4 zu setzen ist Die 
Gleichung (7) lässt sich mit Rücksicht auf (4) (5) in verschiedene 
andere Formen bringen. Beispielsweise können wir schreiben 

: »-I- Yj + zj X« Y„+ y„^. + ^^^« 

X * y ' * X y * y z * z X 



(8) 



'&• = 



2JE7 bE 



j_ y ' * ' ^ I 

^ 2G ^ 



x 



t 

a I Q dt. 



oder einfacher 



,QN A A' + B^ + C* ÄB + BC + CA , , ^ , 






Das verbleibende Integral lässt sich erst berechnen, wenn man weiss, 
wie sich während der Verschiebungen r mit Q geändert hat. Im 
spannungslosen Zustande ist mit Temperaturänderungen keine Yer- 
Schiebungsarbeit verbunden. Der spannungslose Zustand eines Körpers 
setzt voraus, dass auch keine Oberflächenkräfte existiren. 

Für die virtuelle Verschiebungsarbeit haben wir nach § 41, (1) 
im Falle von Potentialspannungen 

(10) S) =Jx„x, + Yyyy + Z,0, + Xyg^y + Y,gy, + Z,g,,) dK, 

und nach Einsetzen der Verschiebungsausdrücke § 49, (5) (6) mit 
den Bezeichnungen (4) 
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(11) ® ■= iV? / (* + P^) ^^- 



'^ß 



Das Integral ist auf alle Körperelemente auszudehnen; ^ -{' pQ, stellt 
die specifische virtuelle Yerschiebungsarbeit bei m (Xy y, b) dar. 

Aufgabe 83. Yerschiebnngsarbeit gerader und einfacb gekrfimniter 

Stäbe. Nach § 65. 

Es soll die Verschiebungsarbeit gerader und einfach gekrümmter 
Stäbe unter den in den Aufgaben 43, 50 erwähnten Voraussetzungen 
der technischen Biegungstheorie abgeleitet werden. 

Wir gehen von Aufgabe 50 aus, deren Voraussßtzungen die- 
jenigen der Aufgabe 43 als speciellen Fall enthalten. Fassen wir 
zunächst einen Stabtheil zwischen zwei anfänglich um die Axlänge 
ds entfernten Querschnitten ins Auge. Für eine der Axe parallele 
Faser vom Querschnitte dF bei v sei zu irgend einer Zeit die de- 
formirende Kraft 

ödF. 

Dann ist die Längenänderung im nächsten Zeitelement 

dSr,d[az + J) = d5 (l 4- y) d (ar + ~) , 

und die Verschiebungsarbeit unmittelbar oder nach § 81, (11) 

äs {\ + ^^) dF d [ax + '^) . 

Die entsprechende Verschiebungsarbeit für alle Fasern zwischen den 
beiden Querschnitten ist 



dsr{l+^)6d{aT-\.^)dF, 



wenn das Integral sämmtliche Elemente dF des Querschnitts x um- 
fasst. Für einen beliebigen Stababschnitt von x = Xq bis x = x 
haben wir die Verschiebungsarbeit während der Aenderungen rfr, d(f 

X 

(1) dD^ Tds r{\ + ^)fSd[ar + -l)dF, 

Xo 

und während des Entstehens der ganzen ö^ r 



(2) 



X t 

D =rdsf\\ + f ) (Ä + <^r<Sdr) dF, 
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worin für anfanglich gerade Stäbe v :r = zu setzen ist (r = cx)) 
und die Zeiten ^o, t sich auf Anfang und Ende der Verschiebungen 
beziehen. 

Es möge nun wie gewöhnlich v : r gegen 1 zu yernachlässigen 
sein. Dann haben wir nach (1) die ganze Yerschiebungsarbeit 

X t 

(3) B = fäs { j^ (IF + ja dF J6 dt\ 

und mit 

(4) ^--F- + -i'^ 

CdF==F, CvdF^O, rv^dF=@, 



also 

(5) f6dF=N., f g^dF=^-^ + ^ , 



l<sdF=Nx, fe 



X 



wenn E, a, dt für je einen Querschnitt constant angenommen werden, 

X t 

Sind wie bei den Balken der Aufgaben 44—49 -Nx = 0, tZs = dx^ 
dann wird einfacher 



(7) 






»0 



und hat man wie bei Ketten überall Jfa.«=0, so liefert (6) 

X t 

(8) D -J{^ + «yk c?r) ds. 

Mit Nsc = 8 constant und aj^ = 0, x = l entsteht hieraus die Ver- 
schiebungsarbeit eines lediglich axial gezogenen oder gedrückten 
Stabes 



t 
(9) ^=W + «7^^ 



in üebereinstimmung mit § 81^ (16). Da nach A. 50, (9) für M:, = 
die Normalspannung 6 für den ganzen Querschnitt x constant gleich 

Nx'.F ist, so folgt aus (1) bei Beachtung von ivdF=0, dass 
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die Formel (8) auch bei beliebigem v : r gilt Gleichung (6) zeigi^ 
dass im Falle ^ «> f ür je einen ganzen Querschnitt gleichmässige 
Temperaturänderungen keinen Einfluss auf D haben. Besteht ein 
System aus mehreren einfach gebogenen oder axial beanspruchten 
Stäben, so ist obigen Ausdrücken fOr D ein alle Stäbe umfassen- 
des Z vorzusetzen. 

Aufgabe 84. Virtnelle YerscUebnngsarbeit gerader und einfach 

gekrfimmter Stäbe. Nach § 65. 

Es soll unter den Voraussetzungen der vorigen Aufgabe die 
virtuelle Yerschiebungsarbeit der Biegung gerader und einfach ge- 
krümmter Stäbe abgeleitet werden. 

Für die virtuelle Yerschiebungsarbeit sind während der ganzen 
Verschiebungen die Spannungen constant wie am Ende derselben 
(§ 41). Betrachten wir wieder ein Stabstück zwischen zwei um die 
Axlänge ds entfernten Querschnitten. Für eine der Axe parallele 
Faser vom Querschnitte dF bei v ist die schliessliche Beanspruchung 

6dF, 
und die entsprechende Längenänderung bei einer Temperaturände- 
rung T 

ds, (ar + ^)=ds(l + ^) («r + ^) , 

also die virtuelle Verschiebungsarbeit 

ds{l + ^){ar + ^)<fdF. 

Die virtuelle Yerschiebungsarbeit für alle Fasern zwischen den an- 
genommenen Querschnitten wird bei Ausdehnung der Integration 
auf den ganzen Querschnitt x 

^' f(^ + v) («^ + i) "^^^ 

und für ein beliebiges Stabstück x = Xq bis x = x erhält man 

X 

(1) 2) ^fds Hl + f ) («r + ^) <!dF, 

Xo 

worin für anfänglich gerade Stäbe v : r verschwindet. 

Es möge nun wieder v : r gegen 1 zu vernachlässigen sein, 
dann folgt aus (1) 



(2) 

«0 



S) = /ds ( jaro dF + /-^ dF) , 
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und wenn E^ a, r für je einen ganzen Querschnitt constant sind, 
nach Einführen der schon in voriger Aufgabe Terwendeten Ausdrücke 

als virtuelle Verschiebungsarbeit 



(3) 






«o 



Sind wie bei den Balken der Aufgaben 44 — 49 N^ = 0, öfs = dx 
zu setzen, dann wird einfacher 



(4) 






und hat man, wie bei Ketten, überall Mx = 0, so liefert (3) 

X 



(5) 



® = /(S + «^)-^-'^«- 



Für den lediglich axial gezogenen oder gedrückten Stab wird hier- 
aus mit ^x = Ä constant und Xq = 0, x = 1 

(6) S) = -gr+iS«r, 

wie wir auch aus § 81, (11) (15) entnehmen könnten. Entsprechend 
dem am Schlüsse der vorigen Aufgabe Gesagten folgt aus (1), dass 
die Formel (5) auch bei beliebigem v : r gilt. Gleichung (3) zeigt, 
dass im Falle Nx ^=0 für je einen ganzen Querschnitt gleichmässige 
Temperaturänderungen keinen Einfluss auf 2) haben. Besteht ein 
System aus mehreren einfach gebogenen oder axial be^inspruchten 
Stäben, so ist den obigen Ausdrücken für 2) ein alle Stäbe um- 
fassendes Z vorzusetzen. 



Aufgabe 85. Anwendungen von Clapeyron's Theorem. Nach § 67. 

Es sollen mittelst des Clapeyron'schen Theorems unter Voraus- 
setzung der technischen Biegungstheorie berechnet werden: 

1) für die in Fig. 16—18 (S. 76) skizzirten Balken von constan- 
tem E& die Einsenkung f unter der Last P; 

2) fiir den in Aufgabe 54 betrachteten Bogen mit Kämpfer- 
gelenken den einer gleichmässigen Temperaturänderung r 
und einem Ausweichen der Stützen um A? entsprechenden 
Horizoutalschub H, 
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Nach § 39 oder § 67 habeu wir als Ausdruck des Princips der 
virtuellen Verrückungen im Falle 9K + Jft »= (insbesondere wenn 
Arbeiten infolge örtlicher Unstetigkeiten der Verrückungen nicht 
vorkommen und etwa vorhandene Massenkräfte durch Oberflächen- 
kräfte ersetzt werden) für beliebige Körper 
(1) @ = 2), 

worin @ die Arbeit der mit ihren Endwerthen constant gedachten 
Oberflächenkräfte^ 2) die virtuelle Yerschiebungsarbeit bedeutet. 
Wird hierin 2) isotropen Körpern entsprechend gesetzt, so entsteht 
ein verallgemeinerter (auch für Temperaturänderungen und Be- 
wegungen der Stützen gültiger) Ausdruck des Clapeyron'Hchen 
Theorems, der sich besser wie die Clapeyron'sche Gleichung @ =22) 
für praktische Berechnungen eignet Bei Ansatz von @ ist die Ar- 
beit einer Kraft positiv oder negativ einzuführen, je nachdem die 
Projection der Yerrückung ihres Angriffspunktes auf die Richtungs- 
linie der Kraft in die Richtung der letzteren oder entgegengesetzt 
derselben fällt (je nachdeI^ die Componente der Yerrückung des 
Angriffspunktes in der Richtung der Kraft positiv oder negativ ist, 
Aufgabe 35). 

Berechnimg von EinsenkungeQ. Nach A. 84, (4) haben wir, 
wenn E, a, r für je einen ganzen Querschnitt constant sind, die 
virtuelle Yerschiebungsarbeit des ganzen Stabes 



i 






d 
Aufgabe 45 mit 46 liefert 

für Fig. 16 von aj = bis o; = Z, Jlf, = — P (i — x), 

„ Fig. 17 „ x = „ a: = ^-, Jf, = Pf, 

„ Fig. 18 „ x = „ a: = |, M. = P^~- 

Da nun in allen drei Fällen @ = Pf ist, so erhalten wir bei con- 

stantem E® als Bedingungsgleichungen für f 







l 
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und hieraus äach Ausführen der Integrationen 

PI» 



(3) 



für Fig. 16 
„ Fig. 17 



7} 



Flg. 18 



f = 



PI'' 



wie auch in Aufgabe 46 mittelst der Gleichung der elastischen 
Linie gefunden wurde. Für je einen ganzen Querschnitt constante 
Temperaturänderungen haben also keinen Einfluss auf die Ein- 
Senkungen, was nach Aufgabe 56 für Nx'=0 immer gilt. 

Das vorgeführte Verfahren lässt sich auch bei variablem Quer- 
schnitt anwenden. Fassen wir den in Fig. 59 angedeuteten, bei 
Federn vorkommenden Fall ins Auge. Breite und Trägheitsmoment 
des Querschnitts an beliebiger Stelle x sind 

6 = ^-^6o, 







l 



iZL^ßi l — schh^ 

l ^^~ l 12 




Fig. 59. 



Daher hat man nach (1) (2) 



P^l P 



woraus die Einsenkung bei l 



f = 



•PV 



QPP 



2E&^ Eb^h^ 



Bereclmung eines Horizontalschubs. Nach A. 84, (3) können 
wir Gleichung (1) für den vorliegenden Fall in Anwendung auf den 
ganzen Stab wie folgt schreiben 



HAI 






Wbyuauch, Aufgaben zur Theorie elast. Krtrpcr. 



u 
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worin nach Aufgabe 51 

3fa: = — Hyy Nx''^ H cos 9?. 

Da femer dx «= ds cos (p^ so folgt 



(4) 



£^l=^ axl-^ — I y^dx + ^^ 1 cos* 9 dx. 





Führen wir wie in Aufgabe 54 constante Mittelwerthe 

c = ES cos 9, n -= -^ 

ein, dann wird aus (4) 

I 

TT / 



Bei parabolischer Stabaxe hat man 
Damit ergibt sich 



und wenn vorübergehend 

tg9) = £r, cos«9) = ^-qpy,, dx^ — -^jdz^ 

gesetzt werden, 

I I 

. / cos« 9) dx 1^/-^^ = ^^ (arctg ^^ — arctg ^,) = ^9)0 



Wir haben nun nach (5) 

"* * 16c ' 4tef ' 

woraus der verlangte Horizontalschub 

(6) H Ai - arl 15C 

in üebereinstimmug mit A. 88; (15). 
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Aufgabe 86. Arbeitsbedingang for isotrope Kfirper. Nach § 68. 

Es soll eine Formel aufgestellt werden, mittelst welcher für 
beliebige isotrope Körper solche statisch oder mechanisch unbe- 
stimmte (bei bekannten äusseren Activkräften und Verrückungen, 
aber unbekannten Gesetzen der inneren Kräfte) Grössen jff, Jf, 
N, . . berechnet werden können, deren Function die Verschiebungs- 
arbeit ist. 

Wir gehen von den Formeln und Bezeichnungen der Aufgabe 82 
aus. Für einen beliebigen Körper oder Körpertheil ist die virtuelle 
Verschiebungsarbeit 

(1) ^ = ^ /(il>+pQ)dK, 



= ^/o 



und das Doppelte der wirklichen Verschiebungsarbeit 



(2) 2J) = 



= 2^/(^ + 2 A<'1>)'^^- 



Nun können wir auch schreiben 

t t 

daher folgt durch Subtraction 

t 

(3) • ® = 22) - ^ fdK fiSldp-pdQ), 



^M' 



und ist die vollständige Variation von % 
(4) 8% 



= 2*2) - 2^ /(Q*!) - j)dÖ) dK. 



Weil aber nach § 41, (12) 

*S) = (JI> + (J.U + «j.m, 

so liefert (4) 

(5) *D = d.(U + 9t) + -2V /(Q*l>-1'*0)^^, 

und wir erhalten wegen 
(6) 



'^^ = w/(^+«*i>)^^ 



die allgemeine Arbeitsbedingung 



— 212 — 



(7) Tr / («^ -\-2p8Q)dK^ 8, (U + 91). 



-/< 



Hierin sind di^^ dQ die vollständigen Variationen der in Aufgabe 82 
ausgedrückten Spannungsfonctionen ^, Q^ und d«U, ^«91 bei con- 
stanten Yerrückungen die Variationen der Arbeit U aller mechanisch 
unbestimmten Reactionscomponenten und der Arbeit 91 infolge von 
Unstetigkeiten der Verrückongen. 

Sei nun X irgend eine der zu bestimmenden Grössen H, M, 
Nf.., dann lautet die Bedingungsgleichung für X 

man hat zur Bestimmung von X die Arbeit 



-/ 



bei constant gedachtem p und constanten Verrückungen zu einem 
Minimum zu machen. Für beliebige isotrope Körper ist 

(10) i'=if|(p+^--i4j), • 

worin nach der ersten theoretischen Ableitung £ = 4 und für feste 
Körper P = 0. Speciell für P + e7r = erhalten wir damit 



(11) 



^ —hf{* - -^) ^^' 



und zur Bestimmung von X, wenn noch ^, (U + 91) «= ist, 

(«) /(li-TTxlD''^-<'- 

Es tritt daim das Princip der kleinsten Verschiebungsarbeit ein. 

In § 68 wurde bewiesen, dass das Princip der kleinsten Ver- 
schiebungsarbeit für beliebige isotrope Körper mit veränderlicher 
Temperatur dann gilt, wenn a, (U + 91) «= ist und die Verschie- 
bungen ohne Dilatation stattfinden. Da allgemein 

(13) p=^p^jr-2G-^, 

so folgt für diesen Fall durch Gleichsetzen mit (10) 

(14) j, = p + /^ = _|., 

und die Verschiebungsarbeit nach (2) 
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(15) B^^ß^-^)dK, 

woraus die Bedingung für X 

wegen (14) in üebereinstimmung mit (8). Allgemein hat man für 
Verschiebungen ohne Dilatation zur Bestimmung von X nach (8) 
mit (14) 

4:GJ \dx 3 dx)^^ dx 

lieber das Verschwinden von U, SR siehe § 68. 

Aufgabe 87. Arbeitsbedingnng für gerade nnd einfach gekrümmte 

Stäbe. Nach § 68. 

Es soll unter den Voraussetzungen der technischen Biegungs- 
theorie gerader und einfach gekrümmter Stäbe eine Formel auf- 
gestellt werden, mittelst welcher solche statisch unbestimmte 
Grössen berechnet werden können^ deren Function die Verschie- 
bungsarbeit ist. 

Wir halten uns an die Bezeichnungen der Aufgaben 83, 84. 
X sei irgend eine der gesuchten Grössen jff, Jf, N, , . , 

GewölmUcher Fall. Betrachten wir zunächst den am meisten 
interessirenden Fall, dass v : r gleich Null oder gegen 1 zu ver- 
nachlässigen ist und Ej a, t für je einen ganzen Querschnitt con- 
stant anzunehmen sind. Für ein Stabstück von Xq bis x ist die 
virtuelle Verschiebungsarbeit 

X 

(1) ®=y(w+w+«^^')''«' 

und das Doppelte der wirklichen Verschiebungsarbeit 

X t 

(2) 22) =y (^ + ^^ + 2aJ N.dx) ds. 



Xo 

Nun können wir auch schreiben 



X s f 



Xo 
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Daher folgt durch Subtraction 



X t 



(3) S) — 2D —Ja dsf{N^ dt — t dN^), 
und die YoUstandige Variation yon S) 

m 

(4) (JS) — 2dD —J(N^8% - t9N^)ad8. 

In dem gewöhnlichen Falle, dass Unstetigkeitsschnitte der Yer- 
rückungen nur bei Gelenken vorkommen und die Reibung daselbst 
vernachlässigt wird, hat man nach § 42, (12) wegen 91 «» (§ 43) 

Wir erhalten damit aus (4) 



X 



(5) (J2) = d,U +j{N^8t-%SN^)ads, 



und wegen 



(6) 



9f 



Xo 

als allgemeine Arbeitsbedingung 



X 

(7) / (^ äM, + ^8N, + ttt 8N^ ds « *,U. 



Aus (7) folgt die Bedingungsgleichung für X 

X 

dx 

Xo 

man hat zur Bestimmung von X die Arbeit 



X 

(^) J \_-m-dx+ Kef + "V Txi ^' 



(9) 



X 



bei constant gedachtem t und constanten Yerrückungen zu einem 
Minimum zu machen. Für r = 0, d, U = wird Sl = D und tritt 
das Princip der kleinsten Verschiebungsarbeit ein. 

Sind wie bei den Balken der Aufgaben 4 1 4 9 JV^p «= 0, rfs = dXj 
dann folgt X aus 
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»o 

und hat man, wie bei Ketten, überall Mx = 0, so gilt für X 

X 

(11) jKm + '^VTi^'-ix' 

Xo 

Für den lediglich axial gezogenen oder gedrückten Stab wird hier- 
aus mit constantem JV«. = S und a^o = 0, x = 1 

/ S \ , ^-Sf a,u 

Erleidet durch eine Aenderung von X bei ungeänderten Verrückungen 
die Arbeit U der statisch unbestimmten Beactionscomponenten keine 
Aenderung, dann ist die rechte Seite von (8) (10) (11) gleich Null. 
Allgemeinere Ableitung. Wir lassen jetzt die zu Anfange der 
vorigen Ableitung erwähnten Voraussetzungen fallen, gehen aber im 
üebrigen ganz wie in jener Ableitung vor. Für ein Stabstück von 
Xq bis X sind die virtuelle Verschiebungsarbeit und das Doppelte der 
wirklichen Verschiebungsarbeit 

X 

(13) 3) =fdsf{^ + f ) ^4 + «^*) dF, 



X 



2D =Jdsj[l + ±) (^ + 2a J sät) dF, 

Xo to 

worin die Integrale ohne Grenzen sich auf alle Elemente dF des 
Querschnitts x beziehen. Aus (13) (14) folgt 



(15) 



X f 

^ >= 2D - I ds 1 (l + y) adF I {pdx - xdts), 



Xq 



wonach die vollständige Variation von 2) 



(16) 



X 

S^ == 2d D — I ds I (l + y) {sSt — td(s) udF. 



So 

Weil aber nach § 42, (12) 

d^^äD + S.Vi + SM, 
so liefert (16) 
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X 

/"ß 



und wir erhalten wegen 



(18) 



/( 



Xo 



als allgemeine Arbeitsbediogong 



» 



(19) 

«0 



/./(: 



Nach (19) ist die Bedingungsgleichung für X 



X 



(20) 



//( 



man hat zur Bestimmung von X die Arbeit 



■ßß 



(21) %= ds (1 + - i^, + at,l UF-U-^ 



Xo 



bei constant gedachtem r und constanten Verrückungen zum Mi- 
nimum zu machen. Im Falle r = 0, d, (U + Si) = wird Ä = 2) 
und tritt das Princip der kleinsten Verschiebungsarbeit ein. 

Sind E, a, r für je einen ganzen Querschnitt constant und v : r 
gegen 1 zu yemachlässigen^ dann folgt aus (21) mit 



lödF=N,, Jo 



die Arbeit % 



(22) a 



J \2E9 



i Xc 



und als Bedingung für X 



(23) 



X 

ß 



Xo 



woraus für a, SR = wieder (9) entstehi Für JV;^ = 0, ds ^ dx 
wird aus (23) 
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^^*> J EB dX "^ dX > 

und für Jlf, = 

(25) j \^EF + «V -dX^'- dX ' 

Da nach A. 50, (9) für Mx = die Normalspannung ö für den 
ganzen Querschnitt x constant gleich N^ : F ist, so folgt aus (20) 

bei Beachtung Yon j vdF ^=0, dass Formel (25) und damit auch 

(11) nicht an die Bedingui^ eines gegen 1 verschwindenden vir 
geknäpft sind. Gleichung (23) zeigt, dass im Falle Nx = fär je 
einen ganzen Querschnitt constante Temperaturänderungen keinen 
Einfluss auf X ausüben. 

Besteht ein System aus mehreren einfach gebogenen oder axial 
beanspruchten Stäben, so ist den obigen Ausdrücken für 2) und 
damit auch den linken Seiten der Bedingungsgleichungen für X ein 
alle Stäbe umfassendes Z vorzusetzen. Beispielsweise liefert (25) 
für ein System von lauter axial gezogenen oder gedrückten Stäben 

(^^) ^{EF+^^J^dX ^X ' 

für fR = in Uebereinstimmung mit A. 85. 

Aufgabe 88. Anwendungen der abgeleiteten Arbeltsbedingnng. 

Nach § 68. 

Es sollen mittelst der in voriger Aufgabe erhaltenen Arbeits- 
bedingung abgeleitet werden: 

1) Die Endmomente M, M' des beiderseits mit horizontaler 
Axe festgeklemmten Balkens c) der Aufgabe 46; 

2) die Grundgleichung zur Berechnung der Stützenmomente 
continuirlicher Balken für verschiedene Stützhöhen; 

3) der Horizontalschub des in Aufgabe 54 betrachteten sym- 
metrischen Parabelbogens mit Kämpf ergelenkeu. 

Beim Ansätze der Arbeit U statisch unbestimmter Stützen- 
reactionen ist die Arbeit einer Kraft positiv oder negativ einzu- 
führen, je nachdem die Projection der Verrückung ihres Angriffs- 
punktes auf die Richtungslinie der Kraft in die Richtung der letzteren 
oder entgegengesetzt derselben fällt (Aufgabe 35). 
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Ein&clier Balken, Wir halten uns an die Bezeichnungen der 
Aufgaben 44, 46. Nach A. 87, (10) hat man zur Bestimmung der 
statisch unbestimmten Grossen M^ M! wegen U «* 



(1) 







f f «a 






und da hierin nach Aufgabe 44 

X 

M,m=^M+Ax —^ Pix - a), 



(2) 



SO folgen 



A^l.[]if-M+^P{l-a)], 



dM^ l—x 

X 






dM l ' dM' l 

Wir erhalten damit als Bedingungsgleichungen für M, M' 



(3) 





l 

f- 



l — X 

EW 



Mg dx — 0, 



X 



M^ dx = 0, 



und bei constantem ^& mit Bücksicht auf (2) 
I {l-x) M^dx = \ \2Ml?+MV+^Pa{l-a)(2l- a)] =0, 

l 

j xM:,dx =- \ \m^-^2M'V+^Pa{l— a) (l + a)] ==0, 



woraus die gesuchten Momente 



(4) 



M' ^^Pa'Q-a), 



wegen horizontaler Einspannung in Uebereinstimmung mit A. 46, (15). 
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Coniinmrliclier Balken. Wir wählen die Bezeicbnungen wie in 
den Aufgaben 44, 47, betrachten einen Stafoabschnitt zwischen den 
Stützen r — 1 und ^ + 1 und haben nach A. 87, (10) als Bedingung 
für ein beliebiges Stützenmoment Mr 



'r-l 



(5) 



h 



X X 






^x ^^x ^.^ 



dM^' 



EB dM^^^'^J EQ dM^ 



worin dgVi die Aenderung der Arbeit aller statisch unbestimmten 
Reactionen gegen unseren Stababschnitt infolge der Aenderung dMr. 
Eine solche Arbeit leisten die Reactionen Aj Ä' in den Oeffnungen 
Ir^i und Ir (Fig. 31), wenn gegenüber der geraden Axe im span- 
nungslosen Zustande eine Aenderung der Stützhöhen stattgefunden 
hat. Da in beiden Oefihungen J., Mx durch (2) gegeben sind und 



(6) 



Ä' 



l 



3f - Jf ' +^Pa 



ist, unter M, M! die Momente über den Stützen links und rechts 
der fraglichen Oefi&iung verstanden, so folgen 



in ?r— 1 



n ^r 






X 
l — X 



dÄ 

dÄ 



T r 



1 

1 



dÄ 

dÄ 

dMi 



1 

1 



Hiemach wird bei constanten Yerrückungen 






c ^ — c 



Cy— Cy^i 



L 



"r V — 1 

und nach (5) Bedingung für Mr 

Mxdx + 



(7) 



( 



l. 



1 r X 



^/ 



r 

l — X 



E& 



IL.dx 



^r ^r—1 



l 



+ 



^r~ ^r+1 



/ 



V— 1 "r 

Nun hat man bei constantem E& ganz wie oben 



xMxdx == 



Mr-.iPr^i + 2Mrl}-.i+^Pa{l-a)(l+a) 



r — 1 



1 {Jr-'X)Mxdx = -~ 2Mrl}+Mr+il} +^ Ptt (l— o) (21 -^ O) 
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Durch Substitution dieser Ausdrücke in (7) folgt die verlangte 
Grundgleichung 

Mr-llr-l + 2Mrilr-l + l) + Mr+llr 



(8) 



-= - y^ yjPa {l — a)(l-\-a)—^ ^'P« (l—a) (21—0) 



+ (Hzr + ^^) 



QEe, 



dH 



= AZ 



in Uebereinstimmung mit A. 47^ (1). 

Bogen mit E&mpfergelenken. Wir bleiben bei den Bezeich- 
nungen der Aufgaben 51^ 54. Da die einzige statisch unbestimmte 
Reactionscomponente der Horizontalschub H ist; so folgt aus 
A. 87, (8) mit 

U = HAI, 

zur Bestimmung von H 

i 



Nun hat man nach Aufgabe 54 

X 

M,=^Ax- Hy — yjP (« — a), 



(10) 



Daher folgen 



X 

Nx = (ä — ^P) sin q> + -BT cos 9?, 



dM^ 



dN^ 



und aus (9) wegen dx «= ds cos q> 



(11) 



j \EQcoB(p EF J 


Führen wir wie in Aufgabe 54 constante Mittelwerthe 



(12) C = E®QQ%fp, 

ein, so wird aus (11) 



F 



(13) 



AI 



=^ arl / t 



yMxdx + 




/ -War cos q> dx, 
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und mit den unten berechneten Integralwerthen speciell für para- 
bolische Stabaxe 

Al = ccrl + ^-^n-^,^PaQ-a){P + la-a') 





(14) 



+^iM^i;^«('-«)+^^' 





woraus der gesuchte Horizontalschub 

/^F-x TT 1 ^'+16/'o t 5^ 

wie der Verfasser schon früher auf anderem Wege gefunden hat 
(Theorie d. elast. Bogenträger, München 1879). Die mit n be- 
hafteten Glieder stellen den Einfluss von Nx dar^ werden sie ge- 
strichen, so entsteht aus (15) die Gleichung A. 54, (32). Wie in 
Aufgabe 54 lassen sich auch aus (15) die Einzelbeiträge der Be- 
lastung, Temperaturänderung und des Ausweichens der Stützen zu JS 
entnehmen. 

Wollte man an Stelle der zwischen a «= und a=>l von P 

über -r- P nach P veränderlichen Grösse P + la — a^ einen con- 

4 

stauten Mittelwerth 



rß 



(P + la- a«) da-^P 





einführen, so würde aus (15) 

Bereclmung der Integrale in (13). Für den symmetrischen Pa- 
rabelbogen vom Pfeile /' hat man 

(17) y==^x{l-x), tg 9 « */- (i - 2a;), 

und damit 

I yMxdx=-jf I Ax—II-j~x{l — x) — ^P(x—a) \(l'—x)xdx, 



oder nach Ausführen der einfachen Integrationen 
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(18) 



I 



Wegen (10) und 



sin q> cos V dx '=^ ^ ^ - dx ^= cos* fp dy 



ds ds 



können wir schreiben 



(19) • 



I i i 

/ Nx cos q>dx '^ Ä I cos* q>dy — / ^^P cos q> 



dy 






Setzt man zur Abkürzung 
tg y = ^, 



dx = 



dy= zdx = — ^ffd0, 



und bezieht Zq^ ßi auf die Abscissen und l, so. folgen 

i i 

/* Z* /^ di? Z* Z* 

co8>da; =^ - ^ 1 j-^^, == ^^ (arctg «« — arctg ä,) = ^ ip^, 
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COS« 9 dy = - gy y j^p^ = 



y cos>dv= - j^^iogn Jigi — i^iog«(i + ^rf-^ 



= -^^logn(l-j^^5?^). 

Mit Bücksicht auf die Kleinheit des letzten Quotienten können wir^ 
die weiteren Glieder der logarithmischen Reihe vernachlässigend, setzen 

womit 



Z«+16/-*' 






yi' 



coa'ydy^ p j^g^. , 



und wenn h die Ordinate der Stabaxe bei Abscisse a bedeutet 
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X X 

f^P cos» 9, dy = Jfp /'cos* <pdy = ~^^P (y - V). 

«y e/ 





Hiernach wird speciell 



«i/o 



und mit den berechneten Integralwerthen folgt aus (19) 



(20) 



/kcos q>dx = j^^,^Pa(l ^a) + ^^H, 



Aufgabe 89. Arbeitsbedingnng für combinirte Systeme. 

Nach § 68. 

Es soll die in Aufgabe 87 gefundene Arbeitsbedingung ftir 
Systeme specialisirt werden ^ welche aus verschiedenartig bean- 
spruchten Theilsy Sternen bestehen. Sodann sind abzuleiten: 

1) Für das aus parabolischem Bogen und Horizontalstange 
combinirte System Fig. 60 die Beanspruchung X der Stange bei 
beliebiger Belastung des Bogens und gleichmässiger Temperatur- 
änderung jedes der beiden Theile; 

2) für die in Aufgabe 53 betrachtete Kette mit Versteifungsbalken 
der von beliebiger Belastung, gleichmässiger Temperaturänderung der 
Kette und Bewegung ihrer Stützpunkte herrührenden Horizontalschub 
unter Vernachlässigung der Aenderungen der Tragstangenlängen. 

Das System möge bestehen aus einem Theilsysteme 1, für 
welches Nx = Oj ds = dx gesetzt wird, einem Theilsysteme 2, für 
welches Mx = ist, einem Systeme 3 lediglich axial beanspruchter 
Stäbe und einem Systeme 4, für welches keine dieser Voraus- 
setzungen erfüllt ist. Dann können wir die auf der linken Seite 
mit einem Z versehene Bedingung A. 87, (8) zur Bestimmung irgend- 
welcher statisch unbestimmter Grössen X schreiben 






(1) 



8 



^J Ie0 dX + \EF ^ "V dxj"'^— d 



a.u 

X' 
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worin die Summen Z und Integrale den durch ihre Indices ange- 
deuteten Theilsystemen entsprechen. 

Bogen mit Horizontalstange. Beziehen sich die Bezeichnungen 
mit dem Index ' auf die Stange und wird ein Zug in derselben als 
positives X eingeführt, so hat man nach (1) wegen U = 



Für den Bogen sind mit H = — X nach Aufgabe 51 

X 

M^^Ax — Hy-^^Pix - a), 



JVa? = Vx sin q) -j- jff cos 9, 




Fig. eo. 



und hierin A, Vx wegen Je = von H unabhängig. Daher folgen 



dM^ dN^ 



— COS q>, 



dX^^^ dX 

womit aus (2) bei Berücksichtigung von dx = ds cos q> 



Wird nun die Axe parabolisch und ein constanter Mittelwerth c 
von E& cos q> eingeführt, dann folgt bei Vernachlässigung des ge- 
ringen Einflusses von Nx auf X mit dem Integralwerthe A. 88, (18) 
aus (3) 



15c 







woraus die Beanspruchung X 



+ {c!t — ar) ? ==» 0, 
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EPai}- a) {l^ + la- a«) 



(A\ T = - X J ^ 



az — a z 



5 "*" WW 15c "^ KF' 

Die Gleichung zeigt, dass bei gleichem Material von Bogen und 
Stange eine gleichmässige Temperaturänderung des ganzen Systems 
ohne Einäuss auf X ist. Ebenso bewirkt ein Ausweichen der Stützen 
keine Aenderung der Beanspruchungen. Für eine starre Stange ent- 
steht mit E = oo, a = dasselbe JET, wie beim Bogen mit Kämpfer- 
gelenken und unverrückbaren Stützen; für J?" = wird JT=0, 
der gebogene Stab wirkt als Balken. Wollte man den Beitrag N^ 
zu X berücksichtigen^ so wäre mit constantem Mittelwerth n = &:F 



^j^ dx= — I Nx cos 9 dx 







nach A. 88, (20) in 3) mit einzusetzen. 

Kette mit Versteifongsbalken. Nach (1) haben wir mit den 

Bezeichnungen der Aufgabe 53 zur Bestimmung des Horizontal- 
schubs H 

i i 






(5) 

6' 

wenn sich das erste Integral auf den Balken, das zweite auf die 
Kette bezieht. Da nun 

und hierin (Mx) von H. unabhängig, so folgen 

_ * _«_ Y ^ J! -— A / 

dH ^' dH~cosq>' dH "*• 

Die Bedingung für H wird damit 
(6) 



r^ H \ dx r ^* 

/ ( + at) -X- = / r^ dx + AI 

J \@8rco8 9 ' / cos* 9 / B@ ' 





Diese Gleichung stimmt bei Nichtberücksichtigung eines üeber- 
ziehens der Kette und von Aenderungen der Tragstangenlängen mit 
A. 53, (17) überein und folgt daraus ganz wie dort bei parabolischer 
Kette der Horizontalschub für beliebige Belastung und gleichmässige 
Temperaturänderung 

WKTRAtiCH, Aufgaben zur Theorie elast. Körper. 15 
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(7) H = 



8/iI* 



-«)('« + '— «*)--M^-(« 



tf 



l 



) 



1 + 



"% Ch*~ 



Aufgabe 90. Ziun Satze von der Erhaltung der lebendigen Kraft. 

Nach § 70. 

Za zeigen, dass die lebendige Kraft eines Systems auch Func- 
tion der Coordinaten der Systempunkte allein sein kann, wenn die 
wirkenden Kräfte kein Potential besitzen und von der Zeit ab- 
hängen. 

Man hat in allen Fällen 

(1) dL =^{Xdx + Ydy + Zde), 

unter X, Y, Z die resultirenden (äusseren und inneren) Kräfte auf 
Punkt m (x, y, z) in den Richtungen Xy y, z verstanden. Es seien nun 



(2) 



X = 



r= 



z = 



dp 
dy 

dp 



+ c 



de 
Ht 

dx 
IT 

dy^ 
dt 



— c 



— a 



— b 



dy_ 
dt ' 

dz 

dt ' 

dx 
IT' 



dz ' 

worin p^ a, hy c irgend welche Functionen von x, y, z bedeuten. 
Dann folgt 



-Y dx , -^ dy , f^ dz dp 



dt 



dt 



dt ' 



=v 



and für das ganze System 

dL «^ (Xdx+Tdy-\-Z de) =^ dp , 

(3) L-L,=^{jp-p,). 

Es ist also L Function der x, y, z allein. Die auf die lebendige 
Kraft Einfluss nehmenden Theile der wirkenden Kräfte entsprechen 
dem Potentiale Zp. 

Sehen wir zu, welche Bedingung diejenigen Kraftresultanten 91 
erfüllen, die von der Zeit abhängen und keine Aenderung der leben- 
digen Kraft bewirken. Für Punkt m sind ihre Gomponenten in 
den Richtungen x, y, z, wenn r die Grösse und Richtung der re- 
sultirenden Geschwindigkeit dieses Punktes bedeutet, nach (2) 

X = 6r cos {rz) — er cos (ry), 

(4) ?) '=' er cos (rx) -— ar cos (rz), 

^ = ar cos (ry) — br cos (rx). 
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Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit cos (rx)^ 
cos {ry)y cos {rd) und addirt, so folgt die Componente von SR in 
der Richtung r 

(5) X cos {rx) + ^ cos {ry) + 3 cos (rz) = 0. 

Die nicht als Functionen von a?, y, z darstellbaren Theile von X, Y, Z 
entsprechen einer Resultante 91^ welche senkrecht zur resultiren- 
den Geschwindigkeit von m wirkt. 

Auf vorstehenden Fall hat zuerst Lipschitß hingewiesen (Helm' 
ÄöZfe/ wissenschaftl. Abhandl. I, 1882, S.JO). 

Aufgabe 91. Fallen aus unendlicher Ferne. Nach § 71. 

Ein Körper bewege sich unter alleiniger Einwirkung der dem 
Newton' sehen Gesetze folgenden Anziehung eines Weltkörpers gegei^ 
die Oberfläche des letzteren. Mit welcher Geschwindigkeit kommt 
er an, wenn der Fall in beliebiger Entfernung und beispielsweise 
in unendlicher Entfernung beginnt. 

Wir denken uns den Ursprung der Coordinaten in den Mittel- 
punkt des Weltkörpers und die rrAxe durch den Schwerpunkt des 
angezogenen Körpers der Masse m gelegt. Sind dann g, g^ die Ac- 
celerationen des Falles bei r, r^, in beliebiger Entfernung und an 
der Oberfläche, so wird die Anziehung bei r 



r« 



(1) S = mg = mgQ-^^ 
Daher folgt flir die Bewegung von r^ bis r 

r r 

I Sdr = mg^rj' 1^ = mg^r^^ (^ — ^.), 

und wenn F, V^ die Geschwindigkeiten bei r, r^ bedeuten nach 

mV* mV* ssn — »* 

oder aach 

(2) V^^r,' + 2g,r,''^^^- 

Für r = ^1 ist F = Fj und da in unserm Falle der Körper seine 
Bewegung infolge der Anziehung des Weltkörpers erst beginnen 
soll, so ist Fl = und fOr den Fall von r^ = c» bis r = r^^ 

(3) V, = Y2^o> 

für den Fall aus beliebiger Entfernung r^ bis zur Oberfläche 

15* 
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(4) F=F„]/?l^-'% 

und fQr den Fall von beliebigem r^ bis zu beliebigem r 

(5) F - Fo y^r,. 

Wir hätten die Aufgabe in engerem Anschlüsse an das Princip 
von der Erhaltung der Energie lösen können. Nach § 11, (1) ist 
allgemein ^ 

JPr:^ I Sdr = — mg^ r^ -^ + Const., 

für r ==» r^j = — ^Qq^q + Const., 

also potentielle Energie bei r 

(6) T^mg,r,^-=^, 

und nach § 70, (3), wenn die Bewegung bei r^ mit der Geschwin- 
digkeit Vi beginnt, 

C«) — 2" + ^9o^Q r = ^ = ~2 ^ ^9a^Q "r~~ ' 

Hieraus folgt 



y'-V,' + 2g,r, 



r,r 



welche Gleichung mit (2) übereinstimmt und wie diese auf die 
Specialformeln (3) — (5) führt. 

Beispiel. An der Oberfläche der Erde bei ro»=6 366500m 
sei gQ = 9,8089 m. Die Aufschlaggeschwindigkeit für den freien 
Fall aus unendlicher Ferne und aus der mittleren Entfernung 
r^ =: 384 097 000 m des Mondes zu berechnen. 

Für den Fall aus unendlicher Ferne wird 



Vq = >/2 . 9,8089 • 6366500 = 11 176 m, 
für den Fall aus der Mondentfernung 

j^ 11 1 «äI /3 840 970 — 63 665 iaqqa 

F= 11 176^ ^^^^- = 10990 m. 

Obige Formeln geben auch die radiale Geschwindigkeit in jeder 
Entfernung r, wenn der fallende Körper nebenbei noch eine Ge- 
schwindigkeit senkrecht zu r hat. Ferner gelten die Gleichungen 
nicht nur für eine „Anziehung" im gewöhnlichen Sinne, die Er- 
scheinung der Gravitation kann dabei auf Aetherdruck von Aussen^ 
auf transversale Stösse des spiralförmig dem Weltkörper zufliessen- 
den Aethers u. s. w. zurückzuführen sein, lieber neuere Anschau^ 
ungen in dieser Kichtung siehe Isenhrahe, das Räthsel der Schwer- 
kraft, Braunschweig 1879, und Föhre, die Bewegungen im Sonnen- 
raum, Dresden 1882, auch Zöllner, Wissenschaftliche Abhandlungen I, 
Leipzig 1878. 
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Aufgabe 92. Erbaltnng der Energie bei inneren Stabkräften. 

Nach § 72. 

Zu entscheiden^ unter welchen Voraussetzungen das Princip 
von der Erhaltung der Energie im Falle innerer Stabkräfte aus den 
Grundgleichungen der Mechanik folgt. 

Als Ausdruck des Satzes von den lebendigen Kräften bei inneren 
Stabkräfken hat man naöh § 72, (17) 

(1) L + D^L, + K, 
worin 

(2) ^^y, / iXdx+ Tdy + Zd^) 



-?ß 



die Arbeit der. äusseren Kräfte und 



(3) 



t t 

D =^ rSdl = -^ nXdx + Ydy + Zd0) 



die Arbeit zur üeberwindung der inneren Kräfte (Verschiebungs- 
arbeit). Bildet nun 

(4) ^Sdl^dU 

das vollständige Differential einer Function U beliebiger Grossen, dann 
folgt 

(5) B^U-U,, 

und nach (1) die ganze Arbeitsfähigkeit oder Energie des Systems 
zur Zeit t 

(6) E^L+U^L,+ U^-\-K^E,-\-K, 
speciell für einen Uebergang ohne Arbeit äusserer Kräfte 

(7) E = L+U^L,-{-U,^E,. 

Wenn ein Punktsystetn nur unter dem Ärbeitseinflusse innerer Stab- 
Jcräfte S steht , für welche I,Sdl das vollständige Differential einer 
Function ü beliebiger Grössen bildet, dann ist der Gewinn an actueller 
Energie L stets gleich dem Verluste an virtueller Energie U, die Ge- 
sammtenergie E des Systems bleibt constant Wären also alle Natur- 
kräfte in Stabkräfte der fraglichen Art auflösbar, so würde die 
Erhaltung der Energie der Welt eine nothwendige Folge von (1) 
und damit der Grundbeziehungen § 69, (1) zwischen Kräften und 
Beschleunigungen sein, ganz gleichgültig, welche anfängliche Energie 
und Gruppirung der Systempunkte angenommen werden mag. 
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Weber'sclieB besetz. Einen der vorerwähnten Fälle haben wir 
bei Stabkräften des Weber'schen Gesetzes 

rü\ Q kmnr 1 (diy 21 d^ll 

worin Ä, c Constante bedeuten (Poggendorff's Ann. 1874, Jubelband 
und 1878 IV, HelmhoUz, Wissensch. AbhandL, Leipzig 1882) und h 
speciell bei Einwirkung der Electricitätstheilchen auf einander nega- 
tiv ist. Wegen 



dU 



<o 



t dt* 2dl 

kann man schreiben 



^-'-^[^-A.o'^+Ai^m']. 



oder auch 

1 /di\ni 

a I 
kmn 



0) « - --^ L> + ^ '-W^ 



Hiemach wird 



(10) 



ß„ _ - i=I [l - 1 Q-j + Co^ 



Neben den Formen (8) (9) des Weber'schen Gesetzes kommt 
noch eine dritte vor. Aus 

/p i/r= y^^^^—^^^v^ ^ 2idu_-^_di* 

ergibt sich 
womit nach (8) 

(11) 8^'-^{i-^-'jf^y!)^ 

Weiterer Fall. Ferner entspricht der obigen Voraussetzung das 
Gesetz 

auf welches man in § 77 bei Annahme von Centralkräften kommt. 
Wir erhalten mit Rücksicht auf den bereits verwendeten Ausdruck 
für den Differentialquotienten in der Klammer 

(13) ßäl = ^;- [Jm äl + i gi)] + Const 
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Setzen wir beispielsweise 

(14) f(l)^k^, 

unter Je, e Constaute verstanden; so folgen 



(15) 



r ' m + ndt^^ 



fsdl = _ J!^ -^ + -1 -J??^ ay+ Const., 

und wenn die Stabkraft für relative Ruhe dem Newton'schen Gra- 
vitationsgesetze folgt; mit 6 = 2 

Q hmn y^ mn d^l » 

'^"^ "7^ "^ ar+ndi^' 

^^^^ ^ Arfi = ^^ + l.J^(^y+ Const. 



Aufgabe 93. Bewegangsgleicilungen für specielle Fälle. 

Nach § 72. 

Die speciellen Bewegungsgleichungen und Ausdrücke für die 
Arbeit zur üeberwindung der inneren Kräfte (Verschiebungsarbeit) 
anzugeben, wenn letztere dem Weber'schen Gesetze, dem Gesetze 
A. 92, (12) dem Newton'schen Gravitationsgesetze folgen oder be- 
liebige Centralkräfte sind. 

Für beliebige Stabkräfte gelten die Gleichungen des § 72, in 
welchen wir die ^ auf sämmtliche inneren Kräfte beziehen. 

Im Falle innerer Stabkräfte des Weber'schen Gesetzes 

(1) S - 5^ [o - ©•+ 2! ^] 

hat man nach § 72, (1) für jeden Punkt m 

d^x 'VTT ' X —x r /dlV d^ll 

(2) ^-^ = X. + m2'«^-^^^[c-y + 2i5^J, 



m 



und analoge Gleichungen für die Richtungen y, g. Die Verschie- 
bungsarbeit folgt aus § 72, (16) mit Rücksicht auf A. 92, (10) 
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Bei inneren Stabkr&ften des Gesetzes 

(4) s - ^^^ [m + ^] 

gilt (&r die Bewegung von m in der Richtung x 

(5) «^;^-y"+-2-, ^hpf ^(o+ä?J. 



und lör die Verschiebungsarbeit wegen A. 92, (13) 



P 



U—U.. 



I. 
Für beliebige innere Centndkrafte 

entspricht der Bew^ung von m in der Richtung z 
und der Yerschiebungsarbeit 

(9) D — 2* •"• f^ ('* rfi — r — i;. 

Diese Formeln büden specielle Falle Ton (4) — (6). 

Für Ceniralkrifte des Newton sehen GraTitation^esetxes 

^10) s=~ 

gilt f&r die Bewegung Ton m in der Richtung x 



und für die Yerschiebungsarbeit 



wie si«rh aus § 72, aus ^^^ .3' oder S"^ (9) entnehmen lissL 

Man sieht, dass die allgemeinsten Bewegungsgieichungen for 
S(abkiif:e in § 72 lugleich die einfachsten sind. In allen hier be- 
tiachteten Fallen gelten die Beziehungen A- 92. ^l"^—* J!'- ^^ ^^ 
Fonn 5^ dar Bewegungsgleichungm fuhren unter Voranasetiiuig 
Tca Cei::irükrifben v^^ auch die Gleichungen § 77, ^l^s weil 
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s = (w4.«)» = __, 

und also nach § 77, (4) 



Aufgabe 94. Arbeitsbedingnng fftr Systeme mit inneren 

Stabkräften. Nach § 74. 

Es soll eine Formel aufgestellt werden ^ mittelst welcher für 
Punktsysteme mit inneren Stabkräften solche mechanisch unbe- 
stimmte' (bei bekannten äusseren Activkräften und Yerrückungen, 
aber unbekannten Gesetzen der inneren Kräfte) Grössen Hy M^N^., 
berechnet werden können, deren Function die Yerschiebungsarbeit ist. 

Wir halten uns an die Bezeichnungen des § 74. Die virtuelle 
Verschiebungsarbeit ist 

(1) . ^--^sx^^ ^-l-'' s, 

und das Doppelte der wirklichen Yerschiebungsarbeit 



(2) 



22) = 2^ isdX =^ -L (fif2 _ 2 jSdT). 





Nun können wir auch schreiben 



-2\-(ß' - PS- CsdT-pj 



X 



Daher folgt durch Subtraction 

(3) ® = 22) —^ -^ {PS + fldS — jSdT), 



und ist die vollständige Variation von 2) 

(4) 8'S)==^2ÖB-^^{P8S+Td8 — S8T). 

Weil aber nach § 74, (9) 

(J3) = (J2) + (J,U, 
so liefert (4) 

(5) 8D « (j,u +^ 4: C^*^ + ^*^ ^ ^*^)' 

und wir erhalten wegen 

(6) 8D =^^{S8S - SST) 
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die allgemeine Arbeitsbedingong 

(7) ^ ^-l-'' 88-i.U. 

Hierin ist iS die yoUständige Variation der Stabkraft 8 und d«U 
die Variation der Arbeit U aller mechanisch unbestimmten Beac- 
tionscomponenten bei constanten Verrückungen* 

Sei nun X irgend eine der zu bestimmenden Grössen H, M, N, • ., 
dann lautet die Bedingungsgleichung für X 

(^) 2j l Wx ~ "äx ' 

man hat zur Bestimmung von X die Arbeit 

w «-2(Ä-^«)-« 

bei constant gedachten P -f T und constanten Verrückungen zum 
Minimum zu machen. Für P + T = 0, a,U = wird « = D und 
tritt das Princip der kleinsten Verschiebungsarbeit ein. 

Systeme aus festen Stäben. Es handle sich um ein Stabsystem 
der im X. Abschnitt betrachteten Art. Dann haben wir nach § 81 

(10) P = 0, T^ — axEF, i — ^, 

und damit nach (8) zur Bestimmung yon X 

(11) Z\ef+''V^Tx-Jx> 

sowie für d«U =» in üebereinstimmung mit § 85, (12). 

(12)' 2/(Ä + -)^^ = 0. 

Obige Formeln gab der Verf. im Wochenbl. f. Arch. u. Ing. 1884. 

Aufgabe 95. Energie von Systemen mit inneren Stabkräften. 

Nach § 76. 

Die Aenderungen der in § 76 auftretenden Formen von Energie 
für Punktsysteme anzugeben^ deren sämmtliche innere Kräfte den 
in Aufgabe 92 angeführten Gesetzen folgen. 

Für innere Stabkräfte des Weber'schen Gesetzes ergeben sich 
mit Rücksicht auf A. 92, (10) 

i 

Aenderung der inneren actuellen Energie 



- 235 — 

Aenderung der inneren potentiellen Energie 

(3) dl= — ^, kmnd-Y9 
Aenderung der ganzen inneren oder virtuellen Energie 

- (-Y 

(4) dU^dW+dl'^-^^-^d—f^'^dD. 

Für innere Stabkräfke des Gesetzes A. 92, (12) folgen bei Be- 
achtung von A. 92, (13) 

(6) »— ^«„yai_i^^.P'-(^Q-TF-.r.. 

Aenderung der inneren actuellen Energie 
Aenderung der inneren potentiellen Energie 

Aenderung der virtuellen Energie 

(8) dU^dW+dI=^^^_^J^2f(t)dl + d(f)']^dB. 

In beiden Fällen hat man nach § 76, (8) 

(9) U='I+W^I^+Wo + D=U^ + D, 
und die ganze Energie nach § 76, (10) 

E=L+U=L + I+W^Lo-\-Io+W^ + K ' 

worin K die Arbeit der äusseren Kräfte und L die äussere actuelle 
Energie bedeutet. Für £"= wird 

(11) E^L+U^L,+ U,^E„ 

wie sich schon in Aufgabe 92 gezeigt hat. 

Da die innere actuelle Energie gleich Null ist, wenn sämmt- 
liche relativen Geschwindigkeiten verschwinden, so haben wir im 
ersten obiger Fälle nach (1) 

(12) ^=i:^©' 

8 

und im zweiten nach (6) 



(10) [ 
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Aufgabe 96. Statisch bestimmte und statiseh unbestimmte, 
stabile und labile Träger. Nach § 78. 

Ein Träger ist ein materielles System; welches zur Uebertragung 
von Lasten oder anderen äusseren Activkräften auf ausserhalb des- 
selben gelegene Stützen dient. Das System S kann aus mehreren 
Trägerstücken bestehen, solchen Theilsystemen s (§1), zwischen 
welchen infolge constructiver Mittel resultirende Kräfte yon be- 
kanntem Angriffspunkte; bekannter Richtung oder bekannter Grösse 
wirken. Der Träger heisse statisch bestimmt oder statisch unbesHmmtj 
je nachdem bei bekannten äusseren Actiykräften und Gleichgewichts- 
lagen der Trägerstücke sämmtliche Stützenreactionen durch die Statik 
allein bestimmt sind oder nicht, er heisse stabil oder labile je nach- 
dem abgesehen von elastischen Deformationen die relative Lage der 
Trägerstücke gegen einander und zn den Stützen eine feste oder mit 
den äusseren Activkräften veränderliche ist. Es sollen nun die Be- 
dingungen für statische Bestimmtheit und Stabilität solcher Träger 
unter der Voraussetzung aufgestellt werden, dass sämmtliche äusseren 
Kräfte und Zwischenreactionen in einer Ebene liegen (ebene Träger). 

Die Stützenreactionen eines Trägers mit n Stützen sind voll- 
ständig bestimmt durch ihre Intensitäten, Richtungen und Angriffs- 
punkte, also für ebene Träger durch je zwei Componenten und ein 
Moment. Zur Ermittelung dieser 3n Grossen hat man zunächst die 
drei Gleichgewichtsbedingungen der Ebene, welchen die am ganzen 
Systeme 8 wirkenden äusseren Kräfte genügen müssen (denn beim 
Ansatz der entsprechenden Gleichungen für sämmtliche äusseren und 
inneren Kräfte fallen die letzteren wegen doppelten Auftretens in 
entgegengesetzten Richtungen mit gleichen Hebelarmen aus). Soll 
also der Träger statisch bestimmt sein, so sind constructive Anord- 
nungen derart zu treffen, dass die übrigen 3(n — 1) Grössen be- 
kannt oder durch neue Bedingungsgleichungen bestimmt werden. 
Dies kann auf verschiedene Arten geschehen. Die gewöhnlichsten 
bestehen in der Anwendung von Gelenken (Moment in Hinsicht des 
Gelenkes gleich Null) oder Gleitungen (Kraftcomponente normal zur 
Bahn gleich Null). Die so entstehenden Trägerstücke sind, abge- 
sehen von elastischen Deformationen, in sich als unverschiebbar an« 
zunehmen. 

Damit am Träger Gleichgewicht herrsche, müssen an jedem 
Theilsysteme s die darauf einwirkenden äusseren Kräfte sich das 
Gleichgewicht halten und also bei t Trägerstücken 3 t von einan- 
der unabhängige Bedingungsgleichungen erfüllt sein, welche zur 
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Berechnung unbekannter Grössen dienen können. Von den die 
Trägerstücke ergreifenden äusseren Kräften sind unbekannt die 
Stützenreactionen und die an den Berührungsstellen der Träger- 
stücke wirkenden Zwischenreactionen. Von den Stützenreactionen 
mögen s^ durch je ein Element, Sg durch zwei und 53 durch drei 
Elemente (Componenten und Momente) bestimmt sein^ dann sind 
sämmtliche Stützenreactionen durch 

(1) s = s, + 2s, + 3s, 

Grössen bestimmt. Wenn nun die Zwischenreactionen von unab- 
hängigen Grössen abhängen, so haben wir s + ^ unbekannte Be- 
adionselemente im Ganzen und für statisch bestimmte Träger 
muss daher sein 

(2) Zt>s + 0. 

Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so liefert uns die Statik zur Be- 
rechnung aller Unbekannten nicht genug Gleichungen, wir müssen, 
um sämmtliche Stützenreactionen zu erhalten, die Elasticitätslehre 
zu Hülfe nehmen. 

Die 3 t Bedingungen fürs Gleichgewicht bestehen zwischen den 
äusseren Kräften an den Trägerstücken und Entfernungen, welche 
von der relativen Lage der Trägerstücke und Stützen abhängen. 
Wenn nun die Anzahl der unbekannten Reactionselemente gleich 
oder grösser als die Anzahl der Bedingungsgleichungen ist, so kann 
diesen durch jene allein genügt werden, und hält das Material die 
Kräfte aus, so bleibt fürs Gleichgewicht keine weitere Bedingung 
zu erfüllen. Dies gilt für jedes System äusserer Kräfte; das Gleich- 
gewicht und damit die relativen Lagen der Trägerstücke und Stützen 
werden also auch erhalten bleiben, wenn wir die äusseren Kräfte 
beliebig ändern. Ist dagegen die Anzahl der unbekannten Beactions- 
elemente kleiner als die Anzahl der Bedingungsgleichungen, so können 
wir letzteren mit ersteren allein nicht genügen, das System ist nur 
unter einer Anzahl die relative Lage der Trägerstücke und Stützen 
betreffenden Bedingungen im Gleichgewicht. Sind diese Bedingungen 
beim Anbringen der äusseren Kräffce nicht erfüllt, so findet auch 
kein Gleichgewicht statt und es verschiebt sich das System so lange, 
bis Erfüllung eingetreten ist. Aendern wir dann etwas an den 
äusseren Kräften, so werden sich mit dem neuen Systeme der Be- 
dingungsgleichungen auch die dadurch mit bestimmten Lageelemente 
ändern, es tritt Verschiebung und eventuell ein neuer Gleichge- 
wichtszustand ein, wir haben ein labiles System, Für stabile Träger 
muss sein 

(3) 3t£s + z. 
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Die ErfOllung der Bedingung (2) oder (3) genügt indessen 
aicht^ um einen Träger statisch bestimmt oder stabil zu machen^ es 
kommt nicht nur auf die Anzahl, sondern auch auf die Vertheilung 
der constructiyen Mittel an. So könnte der Träger Fig. 61 wegen 
t"»3; daB4^ jer<»4 nach (2) statisch bestimmt sein. Es ist aber 
nicht der Fall und gelingt auf keine Art, die Stützenreactionen aus 
statischen Gesetzen allein zu bestimmen. Probirt man es, so zeigt 




s: 



:^ 



T 



i>^ 



Fig. 61. 







sich, dass wir mit den verfügbaren Gleichungen links zu viel, rechts 
zu wenig haben, womit der Träger links statisch bestimmt labil, 
rechts statisch unbestimmt stabil wird. Ebenso ist der Träger Fig. 62 
trotz Erfüllung der Bedingungen (2) (3) statisch unbestimmt und 
labil, jede nicht yerticale Kraft würde ihn über die Stützen weg- 
schieben. Das kann auch 
nicht anders sein. Man hat 
zu beachten, dass jedes un- 
bekannte Reactionselement 
nur aus einer Gleichung be- 
stimmt werden kann, in wel- 
cher es vorkommt, und dass 
sich umgekehrt mit einem verfügbaren Reactionselement nur dann 
einer Gleichung genügen helfen lässt, wenn letztere das erstere ent- 
hält. Mit Rücksicht hierauf lassen sich folgende Sätze aussprechen : 

a) Ebene Träger sind statisch bestimmt, wenn bei t Träger- 
stücken die Anzahl der wirksamen Beactionselemente s -^ js <13t 
ist und dieselben den anliegenden Trägerstücken so zugewiesen wer- 
den können, dass auf jedes Trägerstück höchstens drei nicht sämmt- 
lich parallele Kräfte oder zwei Kräfte und ein Moment kommen. 
Im Grenzfalle s -{' js ^=^ 3t tritt statisch bestimmte Stabilität ein, in 
allen anderen Fällen haben wir labile Träger. 

b) Ebene Träger sind stabil, wenn bei t Trägerstücken die An- 
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Fig. 68. 



zahl wirksamer Reactionselemente s + ^ <^ 3 ^ ist und dieselben den 
anliegenden Trägerstücken so zugewiesen werden können, dass auf 
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jedes Trägersiück mindestens drei nkht sämmtlich parallele Kräfte 
oder zwei Kräfte und ein Moment kommen. Im Grenzfalle s-{'is = 3t 
tritt statisch bestimmte Stabilität^ in allen anderen Fällen haben 
wir statisch unbestimmte Träger. 

Nach a) lassen sich statisch bestimmte Träger durch Zufügen 
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Fig. 64. 



von 3^ — s — geeigneten Reactionscomponenten stabil machen^ 
ein statisch bestimmter Träger ist im allgemeinen (3^ — s — je?) -fach 
labil ^ es müssen fürs Gleichgewicht ebenso viel Lagebedingungen 
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Fig. 65. 



erfüllt sein. Nach b) lassen sich stabile Träger durch Wegnehmen 
von s -\- — 3 t geeigneten ReactionselemAnten statisch bestimmt 
machen, ein stabiler Träger ist im Allgemeinen (s + ^ — 3^) -fach 
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Fig. 66. 



statisch unbestimmt, es müssen zur Ermittelung aller Stützenreac- 

tionen5 4"^ — 3^ Gleichungen* ausserhalb der Statik gesucht werden. 

In den allermeisten Fällen besteht der Träger entweder aus 




Fig. 67. 




einem Stücke (Fig. 62—66, 68, 69, 71, 77) oder es stoasen an der- 
selben Stelle nur zwei Trägerstücke zusammen (Fig. .61, 67, 70, 
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72— 76), während, wie insbesondere bei Gelenken und Gleitungen, 
die Zwischenreactionen durch je zwei Elemente bestimmt sind. Als- 
dann haben wir in allen obigen Ausdrücken 



^-2(^-1), 



St — = t+2. 



Bei der Zuweisung der Reactionselemente sollen die Träger- 
stücke mit lateinischen, die zugewiesenen Reactionselemente mit den 





Fig. 69. 



Fig. 70. 



entsprechenden arabischen Ziffern bezeichnet sein. Man erkennt dann, 
dass der Träger mit einem verschiebbaren und einem in beliebiger 
Richtung frei verschiebbaren Gelenkauflager (Fig. 63) ohne sonstige 




Fig. 71. 



Fig. 7S. 



constructive Mittel statisch bestimmt stabil ist. Die Auflager brauchen 
nicht an den Enden zu liegen. Sind dagegen ausser dem festen 
Gelenkauflager mehrere in gleicher Richtung frei verschiebbare vor- 




Fig. 73. 



banden (Fig. 64), so ist der Träger zwar stabil, aber ebenso viel- 
fach statisch unbestimmt, als Zwischeustützen vorhanden sind. Die 
Träger Fig. 65, 66 sind stabil und einfach, bezw. dreifach statisch 
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unbestimmt. Wäre diesen Trägern bei einer Stütze freie Horizontal- 
bewegung gestattet, so würde mit dem Wegfallen der Horizontal- 
reactionen Fig. 65 statisch bestimmt und Fig. 66 zweifach statisch 
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Pig. 74. 



unbestimmt, ohne dass die Stabilität verloren ginge. Die Träger 
Fig. 67 — 70 sind statisch bestimmt stabil, während Fig. 71 und 72 
einfach labile, statisch bestimmte Träger darstellen. Fig. 73 zeigt 
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Fig. 76. 



einen 5 -fach labilen, bei t Trägerstücken (i — 2) -fach labilen 
Träger. Für t=2 wird letzterer stabil, mit ^ =* 1 kommen wir 
auf Fig. 65. Wenn im Falle der Fig. 73 die Gelenke stetig auf- 




Fig. 76. 



einander folgen, so hat man trotz unendlich-facher Labilität noch 
immer einen statisch bestimmten Träger (Kette). Von den Trägem 
Fig. 74 — 77 sind die beiden ersten statisch bestimmt stabil, der 




Fig. 77. 



dritte stabil und einfach statisch unbestimmt, der letzte stabil und 
dreifach statisch unbestimmt. Bei n Zwischenstützen ist Fig. 77 



Wbyuavch, Aufgaben zur Theorie elast. Körper. 
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(n + l)-fach statisch unbestimmt; gegenüber Fig. 64 kommt nur 
der Horizontalscbub hinzu. Einige Beispiele des sehr seltenen Falles, 




Fig. 78. 



dass mehr als zwei Trägerstücke an einer Stelle zusammenstossen, 
haben wir in Fig. 78—80 angedeutet Alle drei Träger sind stabil^ 




rig. 7», 



dagegen ist Fig. 78 zweifach statisch unbestimmt^ Fig. 79 einfach 
statisch unbestimmt; Fig. 80 statisch bestimmt. 




Fig. 80 



Die vorgeführten Sätze und deren Anwendung zu richtiger An- 
ordnung und Beurtheilung von Trägern gab der Verfasser in der 
Zeitschr. f. Baukunde 1881. 



Aufgabe 97. Yerriekuigeii der Knotenpukte von Stabsystemen. 

Einsenkui^n. Nach § 80. 

Es soU angegeben werden, wie für irgend einen Knotenpunkt A 
eines Stabsystems die Verrückung y in beliebiger Richtung g mit- 
telst der Beziehungen des § 80 berechnet werden kann. Das Ver- 
fahren ist durch Beispiele zu erläutern. 
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Es handle sich um die Verrückung durch beliebige äussere 
Kräfte und beliebige Temperaturänderungen der einzelnen Stäbe. 
Wir setzen den allgemeinsten Fall voraus, dass auch überzählige 
Stäbe und Reactionen vorhanden sind Aus § 80 ergibt sich un- 
mittelbar das folgende Vorgehen. 

a) Auswahl der nothwendigen Stäbe 5^, Sg? • «5 dieselben mögen 
in dem vollständigen Stabsystem durch die gegebenen äusseren 
Kräfte und Temperaturänderungen t^,t2,.. Beanspruchungen S^fS^y 
erleiden. 

b) Berechnung der Beanspruchungen äj, ^2, . . der nothwen- 
digen Stäbe ^ wenn allein am Knotenpunkte A eine äussere Kraft 
^ = 1 in der Richtung g wirkt, alle übrigen Stäbe und Reactionen 
aber wegbleiben. 

c) Sind dann jP^, i^2; • • ^^® Querschnitte, E^, E^y . * die Elasti- 
citätsmoduln, a^, «g,.. die Ausdehnungscoefficienten der wie ihre 
Längen bezeichneten nothwendigen Stäbe, so folgt die gesuchte Ver- 
rückung 

(1) ^=2^(5^^ + «^)^^; 

worin die Summe rechts alle nothwendigen Stäbe umfasst. 
Gleichung (1) entsteht aus 

AZ = — ^ TC^Sj 
wenn neben 

berücksichtigt wird, dass einer positiven Verrückung in der Rich- 
tung g eine Abnahme der Entfemimg l nach einem in dieser Rich- 
tung gelegenen Punkte JB entspricht. Das Verfahren bietet auch 
bei den im Ingenieurwesen vorkommenden Fachwerken aus zahl- 
reichen Stäben keine Schwierigkeit, besonders wenn es sich nur um 
Zahlenrechnungen handelt. Tabellarische Anordnung der Rechnung 
ist bei grösserer Stabzahl zu empfehlen. Hier mögen als Beispiele 
einige direct verwendbare Formeln abgeleitet werden. 

Beispiel 1, Die verticale Einsenkung des Punktes A für das 
Stabsystem Fig. 81 und 
die w-seitige Stabpyra- ^^ 

mide Fig. 82 unter Vor- 
aussetzung gleicher E, F, 
a, t aller Stäbe zu be- 
rechnen. 

Im Falle Fig. 81 hat 
man bei beliebigem P 




Fig. 81. 
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P+2S\^0, 



8 






also mit Q »- P «=- 1 f&r jeden Stab 



« «— — 



8 



2h 



Durch Substitution von S, « in (1) folgt die Einsenkung 

Für die reguläre Stabpyramide Fig. 82 
gilt bei beliebigem P 

P + nS^^O; 




S = 



P8 

nh 



8 
Sä' 



Fig. 8S. 



und für ö = P = 1 

« «SS 

womit die Einsenkung von Ä 

/ P8 \ «• 



(3) 

Beispiel 2. Die verticale Einsenkung des Punktes Ä in den 
Fällen der Fig. 83—85 zu bestimmen, wenn die E, F, a, t nur 
för die Stäbe 5 gleich gross vorausgesetzt werden. 

Für Fig. 83 hat man bei jedem P 







A 


- ^ 


- - i 
8 




u 










1-S + 

8 ' 







; 


F 


woraus 














j 


S- 


P« 


i7 = 





Pt* 
h 




und für 


Q 


= P- 


1 










7C 


8 

~ h ' 


«« = 




u 
~h' 



Flg. 83. 

sodass nach (1) die Einsenkung 

(4) y = (:Ä*A- + «^) x + (^„fc - ««*«) IT 

Für gleiche ^, F, a, t beider Stäbe wird 
(5) V = 1-' Jäv (-J + -I^) + 



ar 



fi8 1*3 



A 



Gewöhnliche Fälle sind w = h, «;«=--- und m; = 0, den Figuren 
94; 95, 96 bei fehlendem Mittelstab entsprechend. 
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Für Fig. 84 sind die S, ic der 5 wie für Fig. 81, dagegen gilt 
flir u bei beliebigem P 

und far ö =. 1 



Äm = 



'U 



4A' 



(6) 



wonach die Einsenkung von A 

Bei gleichen JE, a, r aller Stabe wird 




Fig. 84. 
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Für Fig. 85 schliesslich hat man bei jedem P 

4/ I O / 
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woraus 



5 = 
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2Ä ^ 

und für § = P 
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Wir erhalten damit aus (1) 



(8) 







Fig. 85. 



«' — W 



und bei gleichen E, a, t aller Stäbe 

(9) y = OT (-F + ^) + " .. 

Beispiel 3. Die verticale und horizontale Verrückung des 
Punktes A im Falle der Fig. 93 für gleiche E, Uy x der drei Stäbe 
zu berechnen. 

Es bezeichnen a, 6, c die Stablängeu, -4, B, G die Stabquer- 
schnitte, Xy Y, Z die Stabkräfte. Wir wählen 6 als überzähligen 
Stab; nach dessen Entfernung ein statisch-bestimmt-stabiles System 
entsteht. Für dieses entsprechen einer Last Q = P = 1 die Gleich- 
gewichtsbedingungen 
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1 + -^- «, + -^- X, = 0, 

- - + — = 0, 



woraus zur Berechnung der Einsenkung ij von Ä 

a c^ 

und nach (1) 

(10) ^ 'J = (Ä + «^) f« - (w + '^^) 27- 

Einer in der Richtung ^ an ^ wirkenden Kraft ^ = 1 ent- 
sprechen für das Hauptsystem die Gleichgewichtsbedingnngen 

1 ütx — Ä5 == , 

-^^.+ 7 ^. = 0. 

Wir erhalten zur Bestimmung der Verrückung | yon Ä in der 

Richtung x 

V -{- e a V — e c 

und damit aus (1) 

(") i-{m + ") Mi »• - i^ + ") Mi "■ 

In (10) (11) bedeuten X, Z die wirklichen Beanspruchungen 
der Stäbe a, b im gegebenen Falle. Dieselben sind in Aufgabe 106 
bestimmt. Am meisten interessirt t], wofür wir wegen 

o« — c« = P + (» — e)* — i« - (t> + ef = 46» 

auch schreiben können 

Eine andere Berechnung von |^ i} ist in Aufgabe 106 gezeigt. 

Aufgabe 98. Anwendung von Clapeyron's Theorem. Nach § 80. 

Es soll gezeigt werden^ wie die in den beiden ersten Beispielen 
der vorigen Aufgabe behandelten Fälle mittelst Glapeyron's Theorem 
zu lösen gewesen wären. 

Nach § 39 hat man für 9K + 3t = 

(1) © = 3), 

die Arbeit der mit ihren Endwerthen constant gedachten Ober- 
flächenkräfte ist gleich der virtuellen Verschiebungsarbeit. Für alle 
oben erwähnten Fälle nimmt (1) die Form an 
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(2) Fy^^Sl =2 [^^ar)Ss, 

worin das Summenzeiclien sämmtliche Stäbe umfasst. 

Die Gleichung (2) liefert nun für Fig. 81 mit S = - 

(3) y = (2#k-«^)T' 

für Fig. 82 mit iS = — ^ 

fto Fig. 83 mit S = ^, ü"-» - ^- 

(5) y = (^ i^Ä + «^ j Ä- + (^;;i^ - '^^j ¥ ' 

für Fig. 84 mit S= - g, tr= ^ 

und für Fig. 85 mit S = ^, U= - ^ 

sämmtliche Resultate in Uebereinstimmung mit den entsprechenden 
der Aufgabe 97. 



Aufgabe 99. Entfernungsänderungen bei gebogenen Stäben. 

Nach § 80. 

Es soll die von der Deformation eines geraden oder einfach 
gekrümmten Stabes herrührende Aenderung Ae der Entfernung 
e = AB zweier Axpunkte desselben oder eines Axpunktes und eines 
ausserhalb des Stabes gelegenen bezüglich des Goordinatensystems 
(oder der dem spannungslosen Zustande entsprechenden Gruppirung 
der Stabpunkte) festen Punktes unter den Voraussetzungen der 
technischen Biegungstheorie abgeleitet werden. 

Wir wählen die Bezeichnungen der Aufgaben 50, 51. Die 
Aenderung der Entfernung e setzt sich zusammen aus den Aende- 
rungen, welche die Deformation jedes zwischen zwei unendlich be- 
nachbarten Querschnitten gelegenen Stabelements für sich bewirkt. 
Bei Ableitung der Aenderung Ae, welche von den Aenderungen 
dASi, der Faserlängen dSf, eines solchen Stabelements herrührt, 
dürfen alle übrigen Stabtheile als starr betrachtet werden und alle 
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überzahligen Reactionselemente wegbleiben, sodass im Sinne der 
Aufgabe 96 ein statisch-bestimmt-stabiler Träger entsteht. Denken 
wir uns an diesem nur zwei Süssere Kräfte angebracht^ welche in 
Ä und B von B und A weggerichtet wirken und nach Eintritt des 
Gleichgewichts vom Werthe Q sind. Hierdurch können Reactionen 
und Anspannungen aller Fasern entstehen. Für die Faser der Länge 
d$9 und des Querschnitts dF bei x, v möge die entsprechende 
Normalspannun^ den Werth S haben. Dann liefert das Princip der 
virtuellen Verrückungen § 39 mit 2R — SR = 

(1) © = © 

und in dem alle Anwendungen umfassenden Falle , dass die ent- 
standenen Reactionen während der Yerrückungen keine Arbeit leisten. 



QAe=p 



SdF'dAs^ 



9} 



worin das Integral über sämmtliche Elemente des Querschnitts F 
bei X zu erstrecken ist. Mit 

(2) S = xQ, das heisst « = S für Q = l, 
folgt daraus 

(3) /iie = jndF^d/iiS^. 

Gleichung (3) gilt für alle genügend kleinen Aenderungen der 
Faserlängen unseres Stabelements, welche wir annehmen wollen; sie 
sagt nur, dass, wenn die Längenänderungen die in der Summe rechts 
aufgenommenen Werthe hätten, das angegebene Ae resultiren würde. 
Nehmen wir nun als rfAs» die wirklichen Längenänderungen an, 
wie sie durch sämmtliche äusseren Kräfte und sonst wirksamen Ur- 
sachen am gegebenen Träger entstehen, so wird mit 

9 

die entsprechende Aenderung von e 

Ae = dsHl + ~) {ar + |-) zdF. 

Der Einfluss der wirklichen Längenänderungen aller Faserelemente 
eines von x^ bis x reichenden Stababschnitts ist 



(4) 



X 

Ae ^CdsRl + }) [ax + -^)^dF. 



um die ganze Aenderung von e zu erhalten, hat man das erste In- 
tegral auf -alle beitragenden Stabtheile, im Zweifelsfalle auf den 
ganzen Stab auszudehnen. 
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Setzt man, wie üblich, v : r gegen 1 verschwindend klein vor- 
aus, so wird einfacher 



(5) 



Ae = I ds I \ccr + -gj jidF, 



und hierin, wenn Jf», N'x das wirkliche Moment und die wirkliche 
Normalkraft, ft, v aber das Moment und die Normalkraft durch 
zwei auf Entfernung der Punkte A, B wirkende Kräfte Q = 1 nach 
Wegnahme der überzähligen ßeactionselemente bedeuten, 

(6) ^ F e 

Werden schliesslich E, a, t für je einen ganzen Querschnitt con- 
stant angenommen, so folgt aus (5) mit den beiden letzten Aus- 
drücken und 

fdF=F, fvdF=0, Cv^dF=S 
die Beziehung 

X 

(7) A. -/[^ + - (ä^ + -)] ^'- 

Liegt einer der Punkte A, B ausserhalb des Stabes, so tritt die an 
ihm wirkende Kraft Q nicht in (1) auf und kann daher ausser Be- 
tracht bleiben. 

Sind, wie bei den Balken der Aufgaben 43 — 49 Nx= 0, ds = dXy 
dann wird aus (7) 

X 

(8) Ae -ß-m '^^^ 

und ist, wie bei Ketten, Mx = zu setzen, dann hat man 



X 



(9) 



Ae^' I ( ^Jr + ccr) V ds. 



Da nach A. 50, (9) für Mx =-= die Normalspannung a für den 
ganzen Querschnitt constant gleich Nx : F ist, so folgt aus (4) bei 

Beachtung von li;djP= 0, dass Formel (9) auch bei beliebigem 

V : r gilt. 
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Es wurde oben erwähnt , dass bei Ableitung der Beadehung 
zwischen Ae und den Aenderungen der Faserlängen alle überzähligen 
oder statisch unbfttimmten Reactionselemente wegbleiben dürfen, 
womit die (i^ v stets einem statisch-bestimmt-stabilen Träger ent- 
sprechen. Wir dürfen aber auch ohne Beeinträchtigung der obigen 
EntwickeluDg sämmtliche gegebenen Reactionsbedingungen beibe- 
halten , sodass auch für diesen Fall die gefundenen Gleichungen 
gelten; nur erlangen die ft, v darin im Allgemeinen andere Werthe. 
Dies hätte man schon aus den Gleichungen der Aufgabe 87 bei 
analogem Vorgehen wie am Schlüsse der Aufgabe 105 entnehmen 
können. 



Aufgabe 100. Anwendungen von Beziehnngen der vorigen Aufgabe. 

Nach § 80. 

Es sollen mittelst des in der vorigen Aufgabe gefundenen Aus- 
(kucks fQr Ae abgeleitet werden: 

1) Das Stützenmoment M des in Aufgabe 46 betrachteten 
Balkens d) mit einem festgeklemmten und einem frei drehbaren 
Ende; 

2) der Horizontalschub fQr den symmetrischen Bogen e) mit 
Eämpfergelenken der Aufgabe 54 und für das in Aufgabe 89 betrach- 
tete^ aus Bogen und Horizontalstange combinirte System; 

3) die verticale Einsenkung an beliebiger Stelle x für den in 
Aufgabe 54 betrachteten Balken a) mit einem festgeklemmten und 
einem frei schwebenden Ende. 

Balken. Wir wählen die Bezeichnungen der Aufgaben 44 — 45. 
Die verticale Abweichung des gelenkartigen Stabendes gegen seine 
Lage im spannungslosen Zustande nach oben ist ßl — c. Durch 
Entfernung der Stützenreaction bei l entsteht ein statisch-bestimmt- 
stabiler Träger. Eine aufwärts wirkende Kraft Q = \ am freien 
Ende desselben erzeugt nach A. 46^ (2) bei x das Moment 

f* = Z — X. 
Daher liefert A. 99, (8) 



(1) ßl 






worin fQr beliebige Belastang 
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(2) 



M„ = M + Ax -^Fix - a), 










M 




Fig. 86. 



Durch Integration folgt 



ß- 



X) M:cdx = — 



2MP +^Pa (l - a) (21 — a) 











und hiermit bei constantem E® aus (1) 



c\ 3 E9 

l ^ 



(3) ilf = - ^^Pa(l - a) {21 - a) + [ß - -\) 



in Uebereinstimmung mit A. 46, (22). 

Bogen. Es gelten die Bezeichnungen der Aufgaben 50, 51. Da 
für den gebogenen Stab 



(4) 



M:, = Ax-Ey-' ^P(x - a), 



, Nx= Vxsin <p -^ H cos q), 



.Qu 



,.QlL 




Fig. 87. 



und hierin -4, F« von H unabhängig sind, so entspricht einer Kraft 

ft = — y, V = cos ^>. 
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Damit nnd wegeo dz <» ds cos q> folgt aus A. 99, (7) 



(5) 



A! 



7 ß 

atl — / - 






EB ^^ ' / v^T^ 



Handelt es sich nun um einen Bogen mit Eämpfergelenken 
und bezeichnet AZ die Aenderung von l infolge Ausweichens der 
Stützen, so stimmt (5) mit A. 88, (11^ überein, womit sich auch 
in gleicher Weise wie dort der Horizontalschub H ergibt. ELat man 
es dagegen mit dem in Aufgabe 89 betrachteten, aus Bogen und 
Horizontais tan ge combinirten Systeme zu thun, für welches X= — H 
die Beanspruchung der Horizontalstange bezeichnen mag, dann wird 

(6) AZ — (^rp7 + ax) l, 

mit welcher Substitution (5) in A. 89, (3) übergeht und die dort 
gefundene Beanspruchung lieferb 

Einsenkung. Es handle sich um die Einsenkung bei x ^^ X. 
Nach A. 51, (9) und A. 54, (3) (4) hat man für das Moment und 
die Normalkraft in jedem Querschnitte x und für jede Belastung 



(7) 



X 

Nx = \Ä — ^ Pj sin 9) = sin q> ^, P, 




Fig. 88. 

also für eine Last ^ = P = 1 bei a = X, 

wenn a; < X, (i = — (X — rr), 1; = sin 9, 

„ a; > X, f* = 0, V = 0. 

Damit und wegen ds sin g> = dy liefert A. 99, (7) die Einsenkung 
bei X 



= «^y + / -i^ 



^~M^ds + 



(8) Ay :, , - j^^ 



worin Mx auch nach (2) eingesetzt werden kann. 



EF ^y^ 
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Nehmen wir beispielsweise einen Stab mit anfänglich gerader 
Axe an, so hat man 



y = 



i 



X. 



ds = ^ dXy 



k 
sin9 = -, 



und es ergeben sich 

X 



ß'- 



X)Ma^ds = 



S 



62 



2 

ß 



N:edy = 



l8 



3MX^ + AX^ —^P(X — af 





AX—^P(X—a) 



Wird bei Substitution dieser Ausdrücke in (8) wieder x an Stelle 
von X gesetzt, so folgt für constante ES und EF 



Ay = ccry — 



8 



ßEGl 



X 



SMx^ + Ax^ —^P(x - af 



+ 



EFb 



Ax —^ P(x — a) 



in üebereinstimmung mit A.'54, (6). 

Das Verfahren lässt sich auch zur Berechnung von Ax ver- 
wenden (wofür eine Kraft Q = 1 in der Richtung x bei X die fi, v 
liefert), sowie bei anderen Balken und Bogen, steht aber an Allge- 
meinheit und Einfachheit den in den Aufgaben 46, 54 befolgten nach. 



Aufgabe 101. Beziehung für gerade und einfach gekrfimmte Stäbe, 

Nach § 80. 

Für den Fall, dass bei gleichen specifischen Längenänderungen 
aller Fasern eines geraden oder einfach gekrümmten Stabes die Ent- 
fernung e = AB der Aufgabe 99 sich in gleichem Verhältniss ändern 
müsste, einen Ausdruck für diese Entfernung abzuleiten. 

Bezeichnet dSi, die anfangliche Länge eines Faserelements an 
beliebiger Stelle x, v, so würde irgend welchen gedachten Längen- 
änderungen dASp (gleichviel, ob sie in Wirklichkeit eintreten können 
oder nicht) aller Faserelemente entsprechen die Aenderung von e 



Ae 



=11' 



dAs. • %dF. 



Für gleiche specifische Längenänderungen von e und aller dSv folgt 
durch Multiplication mit 
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e ds^ 



V 



und wegen 



die Beziehung 



V 



ds, = (l+ l)ds 



(1) e=^JdsJ(l+^)«dF, 

worin das erste Integral (im Allgemeinen) auf die ganze Stabaxe, 
das zweite auf den ganzen Querschnitt x auszudehnen ist. Die 
Voraussetzung unserer Aufgabe trifft unter Anderem für alle in den 
Aufgaben 46 — 49 und 57 betrachteten Bogen und Balken mit Aus- 
nahme des Bogens mit Zwischengelenk (überhaupt für alle innerlich 
stabilen Stäbe) dann zu^ wenn e die Entfernung zweier Axpunkte 
oder die Projection einer solchen ist. 

Wird V : r gegen 1 vernachlässigt, so hat mau 

(2) e = fds C% dF, 



mit 



wonach einfacher 






(3) e = fv ds. 



Vorstehende Gleichungen bleiben auch bestehen, wenn die fi, Vy x, 
wie am Schlüsse der vorigen Aufgabe erwähnt, unter Beibehaltung 
aller Reactionsbedingungen berechnet werden. 

Aufgabe 102. Lippold's Formel f&r die zulässige Beanspruchung. 

Nach § 81. 

Für einen gezogenen oder gedrückten geraden Stab bestehe zu 
irgend einer Zeit Gleichgevricht bei einer Beanspruchung Ä, Plötz- 
lich, jedoch ohne Stoss, komme eine in gleichem oder entgegen- 
gesetztem Sinne wie Ä wirkende Kraft Z hinzu. Man soll die 
rechnungsmässig zulässige Beanspruchung pro Quadrateinheit des 
Querschnitts F, nämlich 

'& = — ^-, 
im ersten und für Z> Ä 

b ^r- 

im zweiten Falle unter der Voraussetzung ableiten, dass bei ruhen- 
der Belastung eine Beanspruchung hr pro Quadrateinheit zugelassen 
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ist, welcher Werth von der wirklichen Spannung nicht überschritten 
werden soll; dass femer die Arbeit von P, Z allein zur Ueber- 
windung der Elasticitätskräfte (zur Leistung von Verschiebungs- 
arbeit) dient. 

Nach § 81, (15) entspricht der Beanspruchung A eine Längen- 
änderung 

(1) ^ = EF ^' 

und vom spannungslosen Zustande aus gerechnet eine Verschie- 
bungsarbeit 

Kommt nun die Kraft Z hinzu, so tritt eine neue Längenänderung 
^ ein und unserer Voraussetzung gemäss haben wir im ersten Falle 

TT» TTT TTI TTf TT» T^T T5T TTT 

im zweiten Falle 

TT» "ITf TT» "tp "ip TT» TT» T7T 

Zn beachten ist, dass im letzen Falle die mit dem Aufheben von Ä 
frei werdende Verschiebungsarbeit zunächst in lebendige Kraft und 
nach dem Ueberschreiten des spannungslosen Zustandes wieder in 
Verschiebungsarbeit umgesetzt wird. In beiden Fällen erfolgt mit 
dem Erreichen von eine Umkehr und finden Schwingungen um 
die den bleibenden äusseren Kräften entsprechenden Gleichgewichts- 
lagen statt Erst nach und nach tritt infolge Abgabe von leben- 
diger Kraft nach Aussen, Umwandlung in Wärme u. s. w. Ruhe ein. 
Mit Rücksicht auf (1) liefern die letzten Gleichungen 

(2) ^ = Ä^, ^=¥^' 

und ist hiernach die von Z bewirkte Längenänderung unabhängig 
von A und gerade doppelt so gross, als einer ruhenden Bean- 
spruchung Z entsprechen würde. 

Dividirt man die beiden Gleichungen über (2) mit 0, so folgen 

^+^ = ^^ + ¥-'»' 

„ . EF EF 

und nach Addition des Ausdrucks für Z 



(3) 



2Z+Ä^^{z + a), 



2Z-A = ^(e-a). 



l 

n 
i 
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Nun sind aber die im Augenblicke der Längenändemngen is -{- ^ 
und — a erreichten wirklichen Spannungen nach § 81 

Da dieselben den Werth hr nicht, überschreiten sollen, so entstehen 
die Bedingungen 

rÄ.\ W ^Z+A „ 2Z-Ä 

(4) F = —^ — , Jf = —j — , 



r r 



und durch Division in obige Ausdrücke für b 

Setzt man das Verhältniss der ' eingrenzenden Beanspruchungen im 
ersten und zweiten Falle bezw. 

(6) if-^i-.. * — "" 



Z + Jl' ^ Z-^A' 

worin Z, A Absolutwerthe bedeuten, so wird allgemein 

Wollte man z. B. bei Schmiedeeisen hr =» 1200 kg pro qcm zulassen, 
so würde (7) liefern 

für*= 1 - ~^- - 0-^------l 

h = 1200 960 800 686 600 533 480 436 400 pro qcm. 

Kommen yerschiedene Beanspruchungen vor und es kann nach jeder 
derselben unter Umstanden zeitweise Ruhe eintreten, so bezeichne S 
die jeweilige ganze Stabkraft im gewohnlichen Sinne (ohne Rück- 
sicht auf plötzliche Einwirkung), womit für Beanspruchungen S 
gleichen bezw. entgegengesetzten Sinnes in (7) zu setzen ist 
,rtx , min S , mar S' 

(8) *^1^^^ ^=~ 



6' ' ^ max S 

Der Quotient im zweiten Ausdrucke bedeutet das Verhältniss der 
Absolutwerthe der numerisch kleinsten zur numerisch grössten Grenz- 
beanspruchung 8. 

Vorstehende Formeln fiür 2^, 5 wurden zuerst Yon Lippcid (Organ 
f. d. Fortschr. d. Eisenbahnwesens, 1879) auf Grund folgenden Satzes 
abgeleitet: „Zum Zerbrechen eines Stabes ist eine gewisse Arbeit er- 
forderlich und diese kann ebensowohl auf einmal, wie durch wiederholte 
Anstrengungen in dem Material angesammelt werden. Die Bean- 
spruchungen müssen jedoch momentan oder in so kurzer Zeit ein- 
treten, dass Schwingungen entstehen.^ Obige Ableitung zeigt, dass 
es im Ingenieurwesen nicht gestattet sein kann^ bei bestimmter 
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Sicherheit (§ 51) unter allen Umständen eine gleiche Beanspruchung 
b zu Grunde zu legen. Eine Veränderlichkeit der rechnungsmässigen 
Festigkeit max 8 : F mit ^ ergab sich auch bei Versuchen von 
Fairbairn (Philos. Transact 1864), von Wöhler (die Festigkeitsver- 
suche mit Eisen und Stahl, Berlin 1870) und Spangenherg (üeber 
das Verhalten der Metalle bei wiederholten Anstrengungen, Berlin 
1875). Auf Grund dieser Versuche und den verschiedenen Ein- 
flüssen Rechnung tragend sind eine Reihe von Formeln für b auf- 
gestellt worden, welche man mit Literaturnachweisen, Beispielen der 
Anwendungen und Vergleichstabellen zusammengestellt und be- 
sprochen findet in Weyrauch j On various methods of determining 
dimensions, Excerpt minutes of Proceedings of the Institution of 
Civil Engineers, London 1883. 

Aufgabe 103. Wärmetheoretisclie Hanptgleiclinngen für gezogene 

nnd gedruckte Stäbe. Nach § 81. 

Ein isotroper prismatischer Stab der Länge l und des Quer- 
schnitts F werde lediglich durch einen «äusseren Zug oder Druck 
P = aF in der Axrichtung beansprucht. Die in Aufgabe 40 ab- 
geleiteten Gleichungen für dQ, T auf solche umkehrbare Zustands- 
änderungen anzuwenden, bei welchen die Aenderung der virtuellen 
Energie U allein von den Aenderungen der Grössen P, l abhängig 
angenommen wird. 

Wir gehen ganz wie in Aufgabe 41 vor. Nach der vorletzten 
Gleichung des § 44 hat man, wenn dQ in Galorien gemessen und 
auf die Einheit des Stabgewichts G bezogen wird, 

(1) GdQ = A{dU—FdT), 
worin 

(2) S = Pdl 

die Arbeit der Oberflächenkräfte bedeutet, welche nach § 81, (11) 
gleich der Verschiebungsarbeit ist. Gleichung (1) können wir auch 
schreiben 

GdQ= Ai^j^dP + ^-^dl- Pdl) , 

und da nach A. 40, (1) mit x = P, y = 1 

(3) GdQ = Ä (XdP + YdT), 
so folgen 

(4) ^=||, Y-W-P' 
und hieraus 

Weyrauch, Aufgaben sur Theorie elast. Körper. 17 
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(5) 



dX 

dl 



dY 



1. 



Die erste Gleichung A. 40; (3) und die beiden Gleichungen A. 40, (4) 
aber liefern 



(6) 



y dT _ ydT 
^ dl dP 



(7) 



GdQ^'^{XdT--Tdl) 



dP 



GdQ=^{YdT+TdP) 



dl 



Für umkehrbare Zustandsänderungen der am Schlüsse der Aufgabe 40 
erwähnten Art, welche hier allein in Frage kommen , bedeuten 
dQy T die Wärmezufuhr und absolute Temperatur. 
Setzen wir wieder 

dQ 



(8) 



dT 



(specifische Wärme), so hat man bei constantem P und constantem l 



GdQ = GcidT, 
aber auch nach (6) (7) 

GdQ = ^jrXdT, 



GdQ = GcpdT, 



GdQ = -^YdT. 



dP 



Daher folgen 

(9) 



X = 



Gc^ dT 

~TTp^ 



dl 



A dl 



Durch Substitution dieser Ausdrücke in die Hauptgleichungen (5) 
(6) (3) (7) nehmen diese nachstehenden Formen an 

. d_( dT\ d_( dT\ ' 

^~ dl r' dp) dP V'' dl )' 



(10) 



dPJ dP V'' d 
dT dT 



dl dP' 



! 



AT^G[ci- c^ 



O /T» /) T* 

dQ = Ct-^dV+Cp-^ dl, 



dQ = CidT 



AT dP 

G dT 



dl, 



dQ = c,dT+^-l^dP. 

Weiter ergibt sich auf gleichem Wege wie A. 41, (11) die analoge 

Beziehung 

(11) dP8T8l 



dT dl dP 
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Werden speciell für adiabatische Zustandsänderungen die Diffe- 
rentiale mit d bezeichnet, so folgen aus den drei letzten Gleichungen 
(10) mit dö = 

dP 



(12) 



dl 
dl 

dP 



c^ dP dT 
Gc^ dT 

TTJP' 

Gc^ dT 



ST AT dl ' 

oder mit Rücksicht auf (11) und die zweite Gleichung (10) 

dP 



(13) 



S ^^ 



dl 
dl 

Jt 

dP 
Tt 



<=l 


dl > 


> 




"i 


dl 


Cj 


S 


dT' 


• 


*P 


dP 



Oi-c^ dT 



Aus (11) aber entsteht mit (13) 

(14) 



= — 1. 



8T 81 8P 

Da nach § 85, (15) die Längenänderung 

A = («r + -^) i = (ar + -^) l, 

so können wir die erhaltenen Gleichungen mit Rücksicht auf dl =» rfA, 
dT = dx, dF=Fda und 

dl dl 



(15) 



dz 




dT 


dl 

da 




Fdl 
dP 


da 




dP 



= aly 
- = — . aE 



dt FdT 
noch umformen. Beispielsweise ergeben (10) (13) 

(16) Cp - 



Ci^-~EATa^, 



(17) 



da 



G 

Cr. E 

P 



'l 



l 



Fl 



worin yr das anfangliche specifische Volumen bedeutet. 

Die letzte Gleichung (12) lässt sich aussprechen: Wenn bei 
constanter Kraft P die Stablänge l mit Erhöhung der Temperatur 
wächst, 80 kühlt sich der Stab ab, wenn ohne Wärmezufuhr der 
Zug P erhöht wird; nimmt dagegen die Stablänge bei constantem 

17* 
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P mit wachsendem T ab, so erwärmt sich der Stab bei wachsen- 
dem P ohne Wärmezufuhr. Dies zuerst von ITiomson theoretisch 
erhaltene Resultat ist durch Versuche von Joule bestätigt worden 
(Phil. Transaci t. 149, Rühlmann's Handb. d. Wärmeth. I, 1876) 
und zwar in besonders auffallender Weise bei Eautschukstäben, 
welche das eigenthümliche Verhalten zeigen, sich mit der Tempe- 
raturerhöhung zu verläDgern oder zu verkürzen, je nachdem der 
Zug P unterhalb oder oberhalb eines gewissen Werthes liegt. 

Aufgabe 104. Stabsysteme mit ftberzäUigen Reaetionen. 

Nach § 84. 

Es sollen aus der Praxis des Ingenieurs einige Fälle stabiler 
Stabsysteme mit überzähligen Reaetionen vorgeführt werden. 

Wir machen keine Voraussetzung über die Anordnung der Stäbe, 
da die Wahl der überzähligen Reaetionen R und ihrer Wirkungs- 
geraden l unabhängig davon vorgenommen werden kann. 

Einfache Bogenfachwerke. Beim Bogenfachwerk mit Kämpfer- 
gelenken allein ist nur eine überzählige Reaction R = H mit der 
Wirkungsgerade l vorhanden (Fig. 89). Es gilt also nach § 84, (4) 



(1) 



H = 






worin die Summen rechts auf sämmtliche nothwendigen Stäbe (in 
den meisten Fällen also auf alle Stäbe) auszudehnen sind. Speciell 
für gleiche Ausdehnungscoefficienten und Temperaturänderungen aller 




Fig. 89. 

Stäbe folgt mit Rücksicht auf § 80, (6) als Einfluss der Temperatur- 
änderungen allein 

während der Einfluss eines Ausweichens der Widerlager um den 
positiven oder negativen Werth AI immer durch 

AI 



(3) 



5=- 



SnU 
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ausgedrückt ist. Bei vollständig fest ^angenommenen Widerlagern 
hat man natürlich Al=^0 zu setzen. 

Das Bogenfachwerk mit flach aufsitzenden Enden (Fig. 90) be- 
sitzt drei überzählige Reactionen J2/, JB// = H, Rm mit den Wir- 
kungsgeraden Z/, In = l, Inij für welche die Gleichungen § 84, 
(12) — (14) gelten. Die Bahnrichtung der Gleitlager braucht den 
Endstäben e nicht parallel zu sein und letztere dürfen ganz fehlen, 




Fig. 90. 

wenn die oberen Gelenkauflager entsprechend den unteren unver- 
schiebbar angeordnet werden. Nach § 80 (6) . hat man 

(4) l^-^«s, 

worin die ä der Kraft -ff = 1 entsprechen. Für Z/ und Im bestehen 
keine analogen Relationen. — Für den gewöhnlichen Fall, dass die 
Anordnung des Hauptsystems symmetrisch zur Verticalen durch die 
Trägermitte ist, hat man mit r = a, tl = C 

ü(ao - e*) + Fe (m — a) + W{t* — mo) 



(5) 



E, =- 



R 



in 



a (ao — c*) + c' (in — a) -f m (c* — mo) ' 

2e* + o(a + m) ' 
^ Tr(tto — e') + Fe (m — g) + ?7 (e' — mo) 



Rrr SS=S 



a (ao — e') -{- 1^ (m — a) + m (e* — mo) 

Continuirliche Balkenfachwerke. Bei n Zwischenstützen, also 
w + 1 Oefl&iungen, existiren n überzählige Reactionen. Wir wählen 



^ 



^'Wü^ 



Fig. 91. 



^p^ 
Ä. 



als. solche die Zwischenreactionen, deren Wirkungsgerade wie in Fig. 91 
angedeutet durch eine in fester Entfernung über liegende Hori- 
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zontale begrenzt sind. Da ' bei gleieheo Ausdehnungscoefficienten 
nach § 80 gleiche Temperataränderungen aller Stäbe keine Stab- 
kräfte erzeugen, so müssen die Beiträge der Temperaturänderungen 
zu den B für fraglichen Fall verschwinden, das heisst nach § 84, (2) 
die Beziehungen bestehen 



^^IlS 



(6) ^ TtiS — 0, ^TCnS = 0, 

worin die Summen alle Hauptstäbe umfassen. AZ/, A^//, •• sind 
gleich Null, wenn die Abstände Z/, ///, • • wie im spannungslosen 
Zustande bleiben. Die überzähligen Reactionen U/, J2//, • • ergeben 
sich aus den in § 84 für beliebige viele 12 und speciell für 1, 2 
und 3 überzählige Beactionen gegebenen Formeln. Für den Fall, 

• 

dass das Hauptsystem zur Verticalen durch die Trägermitte symme- 
trisch angeordnet war, hat man bei drei Oeffnungen mit o = a 



(7) 



^ Ud—Vt 

J^I = -T» ZT-j 



V — a' 



Rii = 



Fa— üt 



c'' — a 



a } 



während bei vier Oeffnungen mit r ^ a, tl = c wieder die Glei- 
chungen (5) gelten. 

Contlnuirliche Bogenfachwerke. Für die Anordnung nach Fig. 92 
haben wir bei n Z^^ischenstützen oder w + 1 Oeffnungen w + 1 
überzählige Beactionen, da dem continuirlichen Balkenfachwerk ge- 




Fig. 92. 

genüber nur die überzählige Reaction H mit der Wirkungsgerade 

X, g hinzukommt. Die überzähligen Beactionen sind für alle Fälle 
durch § 84 bestimmt, bis zu drei Oeffnungen kann man von den 

« 

für directe Berechnung der R gegebenen Formeln Gebrauch machen. 
Ist bei drei Oeffnungen das Hauptsystem zur Verticalen durch die 
Trägermitte symmetrisch und wählt man die Indices nach der An- 
deutung in Fig. 92, so treten die Gleichungen (5) ein. 

Für die Anordnung nach Fig. 76 ist im Falle beliebig vieler 
Oeffnungen nur die überzählige Beaction R =^ H mit der Wirkungs- 
gerade l =^ e vorhanden, sodass hier Gleichung (1) gilt. 
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Aufgabe 105. Arbeitsbedingang für Stabsysteme. Nach § 85. 

Es soll für Systeme aus isotropen festen Stäben eine auch bei 
Temperataränderungen und Bewegungen der Stützen gültige Be- 
ziehung zur Berechnung statisch unbestimmter Grössen^ deren Func- 
tion die Verschiebungsarbeit ist, abgeleitet werden. 

Wir könnten einfach auf die Gleichung A. 94, (11) verweisen, 
wollen dieselbe jedoch hier direct ableiten. Nach § 85, (5) hat 
man, wenn s die Stablänge bedeutet, 

ÖD = <J,U —^ccs (rdS - Sdr), 
und nach § 85, (2) 

Daher folgt durch Gleichsetzen 

(1) 2{'EF + ''')'^^ = ^'^' 

und zur Bestimmung jeder der gesuchten Grössen X 

\n/ s \ dS a,u 

Es wird also die Arbeit 

(3) ^^^{-^^aT)sS-U 

bei constant gedachtem r und constanten Verrückungen (bezüglich U) 
zum Minimum gemacht. 

Speciell für r = 0, U = tritt das Princip der kleinsten Ver- 
schiebungsarbeit ein. Sind ferner in 

(4) U = - RrAli — RiiAlir 

Uly -Riiy ' • von einander unabhängige statisch unbestimmte Reac- 
tionscomponenten und -— A?/, — Aln,-- die Wege ihrer AngrifiFs- 
punkte in ihren Richtungen während der Verrückungen, dann hat 
man für irgend ein B = X 

cX ' 

und damit aus (2) zur Bestimmung der überzähligen Reaction X 

Bei der Berechnung statisch unbestimmter Stabsysteme auf 
Grund vorstehender Formeln kann man wie folgt vorgehen: 

a) Auswahl der statisch unbestimmten (überzähligen) Stab- 
beanspruchungen und Reactionscomponenten X. 
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b) Bildung der Ausdrücke sämmtlicher interessirender Stab- 
krafte und Reactionen fQr die angenommenen äusseren Kräfte und 
Temperaturänderungen bei unbekannten Werthen der Grössen X, 

c) Auf Grund dieser Ausdrücke Bildung der Differentialquo- 
tienten in Gleichung (2) oder deren specieller Form (5) nach jedem 
der X. 

d) Berechnung der X aus den entstehenden Gleichungen der 
Form (2) oder (5), deren ebenso viele als Grössen X existiren. 

e) Berechnung der wirklichen Stabkräfte und Reactionen aus 
den unter b) erwähnten Ausdrücken. 

Die Gleichung (2) lässt sich noch in andere Form bringen. 
Für die in Frage kommenden kleinen Verrückungen sind die S nach 
§ 74 lineare Functionen der X. Demnach stellt 

dS 

die Stabkraft 

(6) 5 = Jt für X = 1 

in dem vollständigen gegebenen Systeme dar. Wir erhalten aus (2) 
zur Berechnung überzähliger Stabkräfte X 

(7) 2! (ef + «^) ''*■ = 0' 

und für den Fall (5) zur Berechnung überzähliger Reactionen X 

(8) ^ {^^. + ar) Ä5 = — AI. 

Zu beachten ist^ dass die Summen X in den hier abgeleiteten Glei- 
chungen sich auf sämmtliche Stäbe beziehen, während diejenigen in 
§§ 83, 84 nur die nothwendigen Stäbe umfassen. 

Da wir uns in jeder Verbindungsgeraden { zweier Knotenpunkte 
Ä, B oder eines Knotenpunktes und eines ausserhalb des Stab- 
systems gelegenen, bezüglich des Coordinaten Systems festen Punktes 
eine eventuell unendlich kleine Reactionscomponente denken können, 

so stellt Gleichung (8) oder wegen -^^ -j- ar = As 

(9) Al = —^7tAs 

die Aenderung der Entfernung AB = l dar, wenn die tc zwei Kräften 
Q = 1 entsprechen, welche die Punkte -4, B einander zu nähern 
suchen. Dies folgt auch aus § 80, da wir dort die Summe (5) zwar 
auf die nothwendigen Stäbe beschränken dürfen, aber auch auf alle 
Stäbe ausdehnen können. Die Verwandtschaft der verschiedenen 
Berechnungsmethoden tritt dabei klar hervor. Mit y = — AI erhält 
man für die Verrückung eines Knotenpunktes in beliebiger Richtung g 
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(10) 



y=^(Ä + «^) 



ÄS, 



welche Gleichung der in Aufgabe 97 gegebenen entspricht, nur dass 
die Summe rechts jetzt alle Stäbe umfasst und die tc der Kraft 
ö = 1 in der Richtung g bei Vorhandensein aller Stäbe und Re- 
actionen entsprechen. Es lässt sich nun auch (10) zur Berechnung 
vonEinsenkungenund sonstiger Verrückungen verwenden. Aus (8) folgt 
unter den am Schluss des § 80 erwähnten Voraussetzungen ganz wie dort 

(11) 

doch bezieht sich hier die Summe auf alle Stäbe. 

Bei Anwendung der vorgeführten Methoden zur Bestimmung 
statisch unbestimmter Reactionscomponenten und von Knotenpunkts- 
verrückungen können die S, % auch durch bekannte Näherungs- 
rechnungen (auf Grund der Gleichungen für voUwandige Träger, 
durch Zerlegung mehrfacher Pachwerke in einfache Systeme u. s. w.) 
ermittelt werden. 



l = —^7i:s, 



Aufgabe 106. Verschiedene Berechnungen eines Systems mit 

überzähligem Stabe. Nach § 85. 

Für das in Fig. 93 angedeutete ebene Stabsystem seien bei 
gleichem Stabmaterial a, 6, c die Stablängen, A^ B, C die Stab- 
querschnitte, X, F, Z die Stabkräfte. Es sollen die von der Last 
P und einer gleichmässigen Temperaturänderung r aller Stäbe (ge- 
genüber deren Längen im spannungslosen Zustande) herrührenden 
Werthe der Stabkräfte nach verschiedenen Methoden berechnet werden. 

Gewöhnliche Fälle des betrachteten Stabsystems sind in Fig. 




ay 



Pig. 93, 



94 — 96 angedeutet. Das Gleichgewicht am Kotenpunkte l legt den da- 
selbst angreifenden äusseren und inneren Kräften die Bedingungen auf 
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woraus folgen 
(1) 



a * ' c 

a ' b ' c ' 



0, 



^ \e b) 2 ' 



Es ist also eine der Stabkräfte statisch unbestimmt. 

Erstes Verfahren. Nach A. 105, (2) haben wir mit U = als 
dritte Bedingungsgleichung, wenn Y als überzählige Stabkraft ge- 
wählt wird, 

oder weil nach (2) 

dX a dZ 



= 0, 



a 

2&"' 



c 
2 6 



ar 2&' dY 

Führt man zur Abkürzung ein 

(2) i,_,«^ + i]!+«;, 

so folgt nach Substitution der Ausdrücke (1) 






Fig. 94. 



Fig. 95. 



Fig. 96. 



und es entsteht mit Rücksicht auf 

a^ = ^2 + (t; - e)^ b^ = P + v\ c« = i« + (t; + e)\ 

(3) a« — 26^ + c* = 2e« 

die erste der folgenden Gleichungen, wonach die beiden anderen aus 
(1) hervorgehen. 

^ o 17 ce^ Pc /26» , o«\ 



(4) 
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Die Beiträge der Last P und Temperaturänderung r allein sind hier- 
aus unmittelbar zu entnehme^. Selbstverständlich lassen sich X, Z 
nach Berechnung von Y auch aus (1) erhalten. 

Sind alle drei Stäbe von gleichem Querschnitte A = B=C=F^ 
so kann man mit 

(5) n = NF=^ a» + 46» + c' 

an Stelle von (4) setzen 



,3 






(6) 



n ' ne 



Z'= — 2atEF— — — (2b'+a^), 



welche Gleichungen sich für den Fall c = a (Fig. 95) noch weiter 
vereinfachen und dann speciell bei constanter Temperatur T = 
ergeben. 

Zweites Verfahren. Wir wählen im Siniie des § 83 6 als über- 
zähligen Stab. Eine Kraft Y= 1 in demselben erzeugt nach (1) 
in den nothwendigen Stäben die Beanspruchungen 



a c 

7Cx = TTT < JT« = — 



26 ' '"* 2& 

Wenn kein überzähliger Stab vorhanden wäre, würden (1) zufolge 
die Beanspruchungen der nothwendigen Stäbe für die vorhandenen 
P, r sein 

Daher haben wir nach § 83, (5) als dritte Bedingung für die wirk- 
lichen Stabkräfte 

^WW + «^^ = — «^ (^^« + ^^0 — \^xÄx -^ + it^Az -^) 

"^ ^ V'^ 'BÄ + '^^ 'Wc) ' 
oder nach Substitution der darüber stehenden Ausdrücke mit Rück- 
sicht auf (3) 

Diese Gleichung liefert mit der Bezeichnung (2) die erste Gleichung 
(4), wonach die beiden anderen aus (1) folgen und alles Weitere 
wie oben gilt. 

Drittes Verfahren. Nach § 82, (3) haben wir die Beanspruchung 
eines Stabes, welcher zwei Knotenpunkte m (Xm, ym) und n (Xn, y») 
verbindet, nach Verrückungen ^my rjm und 1», rjn derselben 
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S=^^ [{X„, - Xn) (6m — in) + (lfm — Vn) {Vm - Vn) — atp], 

also im vorliegenden Falle, wenn f , i; die Verrückungen des freien 
Knotenpunktes m bedeuten und v — c-=t«, v -{- e^^ w gesetzt 
werden, 



(7) 



X = ^, (ZS — uri — ata^), 
Z •=» —r GS —wri — atc^). 



Durch Substitution dieser Ausdrücke in (1) ergeben sich als Be- 
dingungsgleichungen für I, i; 

I V ('^ — ^V- «^«*) = £j — -58 (^6 — vn — ccrV), 
\ -^(li-wt!-- «^c*)= — jy^— ^3 {H — vrj — atb^). 

Sind hieraus die Verrückungen |, rj berechnet, so folgen die drei 
unbekannten Stabkräfte aus (7). 

Die Theorie der statisch unbestimmten Pachwerke nahm ihren 
Ausgangspunkt bei Clapeyron, welcher die Verschiebungsarbeit iso- 
troper fester Korper ausdrückte, sie der Arbeit der äusseren Kräfte 
gleichsetzte und die entstehende specielle Form des Princips der 
virtuellen Verrückungen auf Federn anwandte. Lame hob die Be- 
deutung des Clapeyron'schen Theorems für Bauconstructionen her- 
vor, wobei er besonders die Ableitung günstigster Dimensionen im 
Auge hatte (Theorie math. de TElast. des corps solides, Paris 1852, 
II. Aufl. 1866). Im Jahre 1865 empfahl Menabrea die Anwendung 
des Princips der kleinsten Verschiebungsarbeit zur Berechnung 
statisch unbestimmter Fachwerke (Comptes rendus 1858, I). Als 
Beweis des Princips gab er ein nicht allgemein überzeugendes ßai- 
sonnement. Die Beanspruchungen eines statisch unbestimmten Bogen- 
fachwerks auf Grund der Längenänderungen der einzelnen Fach- 
werkstäbe bestimmte erstmals Schulze (Zeitschr. d. Vereins deutscher 
Ing. 1865). Hervorragenden Einfluss auf die Theorie der statisch 
unbestimmten Fachwerke gewannen Mohr durch zweckmässige Ver- 
bindung des Princips der Coexistenz mit dem der virtuellen Ver- 
rückungen (Zeitschr. d. hannöv. Arch.- u. Ing.-Vereins 1874, 1875) 
und Castigliano durch die systematische Darstellung und Verwen- 
dung des Princips der kleinsten Verschiebungsarbeit (Theorie de 
rEquilibre des systemes elastiques, Turin 1880). 
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Aufgabe 107. Secnndärspannnngen in Stabsystemen. Nach § 85. 

Es handle sich um Stabsysteme^ bei welchen alle Stabaxen 
und äusseren Kräfte fortwährend in der gleichen Ebene {Träger- 
ebene) liegen. An jeder Verbindungsstelle von Stäben (Knotenver- 
hindungen) mögen sich zwar die Axen der eintreffenden Stäbe in 
einem Punkte schneiden {Knotenpunkte), die Stäbe aber derart fest- 
gespannt sein^ dass die Winkel zwischen den Stabaxen keine Aen- 
derungen erleiden. Aeussere Kräfte beliebiger Richtung in der 
Trägerebene greifen nur in den Knotenpunkten an, Temperatur- 
änderungen und verschiedenes Material der prismatisch voraus- 
gesetzten Stäbe sind zugelassen. Man soll die Normalspannungen 
der Stäbe mit Hülfe der technischen Biegungstheorie ableiten. 

Durch die angebrachten äusseren Kräfte und Temperaturände- 
rungen erleidet das Stabsystem eine Formänderung. Hätten wir in 
den Knotenpunkten reibungslose Gelenke, so würden die Verbin- 
dungsgeraden der Knotenpunkte, die StäbseJinen, auch nach der De- 
formation mit den Stabaxen zusammenfallen. Infolge der ange- 
nommenen Pestspannung der Stabenden ist dies nicht mehr der 
Fall, die Stäbe erleiden eine Biegung. 
Die Richtungen der Stabaxen bei den "-^,.^ 
Knotenpunkten sollen Endtangenten 
und deren Winkel mit den ent- 
sprechenden Stabsehnen Ausschlag' 
mnJcel heissen. Nach dem Principe 
der Goexistenz (§§ 37, 75) ist es zu- 
lässig, bei Ableitung der Stabspan- 
nungen zunächst diejenigen Spannun- ""- — "^ 
nungen zu ermitteln, welche unter Fig. 97. 

Voraussetzung gelenkartiger Knotenpunkte eintreten und diesen dann 
die infolge Festspannung der Stabenden entstehenden Biegungs- 
spannungen zu addiren. Man pflegt die ersteren Primärspannungen, 
die letzteren Secundärspannungen zu nennen. Die Längenänderungen 
der Stabsehnen sind von den Secundärspannungen nur in verschwin- 
dendem Maasse abhängig, sie können also aus den Primärspannungen 
allein berechnet werden. Dies ist zwar unmittelbar zu übersehen 
und zeigt sich bei numerischen Rechnungen, folgt aber auch aus 
A. 55, (1) (5) (6), wonach für a; = i mit y = 0, k = und s = 1 
wird 

AI = («r + ^) l, 
unter H = S die Kraft in der Verbindungsgeraden der Knoten- 




- 270 — 

punkte verstanden. Bei Berechnung derselben werden die Form- 
änderungen nur in soweit berücksichtigt^ als es die Ermittelung 
statisch unbestimmter Grössen erfordert. In den folgenden Ablei- 
tungen bleiben bezüglich der Vorzeichen von Winkeln^ Momenten^ 
Coordinaten u. s. w. die bisherigen Festsetzungen massgebend und 
sind z. B. Winkel als positiv anzusehen, wenn sie im Sinne der 
Bewegung des Uhrzeigers beschrieben werden. 

Beziehimgen für einen Stab. Wir betrachten irgend einen der 
Stäbe^ welche von dem beliebigen Knotenpunkte m ausgehen. Ur- 
sprung der Coordinaten in m, Richtung x von m aus durch die 
Stabsehne, y-Axe in der Trägerebene. Nach A. 58, (9) (10) hat 
man die Ordinate der elastischen Linie und Tangente des Neigungs- 
winkels bei X 



(1) 



y = ?7 sin xa; + Fcos xx — 



3». 



ES%^ ' 



dy . V^ 

tg <p SB ^- =s Ux cos XX — Vx sin xx — 



worin, wenn 3f, Mx, M' die Momente bei 0, a;, l bedeuten, mit 
H=S nach A. 58, (2) und A. 51, (4) 



3Kx = Jl/x + Sy, 



Vx=A = 



M' — M 




Fig. 98. 



Sind nun /J, /J' die Werthe von tg <jp für a? = und x == l, so liefert 

(1) für a; = 

M f. jj A 



0= F- 



E@%^ ^ 



woraus 

(2) 



F = 



M 



E@% 



S 7 



Ee%' 

% '^ IE© 71^ 



Für X = 1 entstehen aus (1) mit (2) 



M 



M' 



7 «^^ ^ ' + TEWiT «i^ ^ ^ + Ee^ ^^« ^^ - EWi? ' 
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oder wenn 

(3) r = xi = ?|/r^ 

gesetzt wird, 



(4) 



/ Ti*- 2 — 2 cos r — r cos r /» / . \ • /»^ / . x 

^ eW^ = ^ (^^^ r — r cos r) + /J (r — sm r), 



^, 2 — 2 cos r — r cos r ^ . . . ^ . . . 

M ^^^ = — /3 (sm r — r cos r) — /J (r — sm r). 



In (3) ist S positiv oder negativ, je nachdem es Zug oder Druck 
bedeutet. Führen wir zur Abkürzung ein 

sin r — r cos r 



(5) 



^ = 



V 



2 — 2 cos r — r sin r ' 
r — sin r 



2 — 2 cos r — r sin r ' 

SO drücken sich die Endmomente aus 



(6) 



j 



l jif'=_(^,^ + ^^)^. 



Wegen der Kleinheit der Deformationen können wir unter ß, ß 
statt der Winkeltangenten die Winkel selbst verstehen. 

Die Normalspannung in irgend einem (positiven oder negativen) 
Abstände v von der Stabaxe bei x ist nach A. 50, (11) 



M. = '-^M-\-^M-Sy, 



(7) <^ = ^ + -#^' 

worin das Moment und die resultirende Normalkraft des Quer- 
schnitts X nach A. 51, (8) (9) 

I M^ = 

l ^a; = Fa; sin 9? + Ä cos <jp. 

Da indessen sin (p sehr klein und cos q) nahezu gleich 1 ist, so 

können wir setzen 

S M^ 

(9) ^=F + -(9 ^^ 

und ebenso lässt sich wegen der Kleinheit von y schliessen, dass 
der numerisch grösste Werth von Mx in den meisten Fällen mit 
M oder M übereinstimmen wird. Jedenfalls genügt es für prak- 
tische Zwecke, die grösste an den Stabenden vorkommende Normal- 
spannuDg als grösstes 6 in Betracht zu ziehen. In (9) bedeutet 

(10) P = -F 

die Primärspannung und 

M 

(11) s = / V 
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die Secundärspannung bei Xy v. Die Primärspannung ist fCLr alle 
Querschnittselemente gleich gross ; die Secundärspannung dagegen 
ändert sich proportional dem Abstände v von der Stabaxe, ihr 
numerisch grösster Werth tritt in der grossten Entfernung von der 
Stabaxe ein. Die aus (9) folgenden Grenzwerthe der Gesammt- 
Spannung in den beiden äussersten Querschnittselementen werden 
Bandspanmingen genannt. 

Aenderongen der Winkel zwischen den Stabsehnen. Es soll die 
Aenderung des Winkels ^ zwischen irgend zwei Stabsehnen der an- 
fönglichen Längen a, b und anfänglichen Endentfemung c ausge- 
drückt werden. Die bekannte Formel 

o» 4- 6« _ c» 



cos ^ 




2ab 
ergibt durch Differentiation 

— sin ^ d^ s«= -de 

+ 
+ 



ab 

c '4- o« — 5« da_ 
2ab a 

c« + 6« _ a« db 



2ab b ' 

woraus^ wenn J) =» ab sin ^ den 
anfänglichen Inhalt des Dreiecks 
zwischen a, bj c bedeutet^ 

■nji , 2 <^c c^ + a* —b^ da c" + b^ — a^ db 

^ c 2 a 2 ft 

Diese Gleichung gilt auch noch; wenn es sich um genügend kleine 
endliche Aenderungen von a^ b, c handelt^ in welchem Falle wir A 
an Stelle von d setzen wollen, sodass dann 

(12) i? A» - c» ^ -"' + "' ~ ''' -^^ - '- + ^' - g! ^ . 

c z a 2 

Die entsprechenden Gleichungen für die den Seiten 6 und a gegen- 
überliegenden Winkel, welche vorübergehend % und 9 heissen mögen, 
ergeben sich durch cyklische Vertauschung der Buchstaben oder in 
gleicher Weise wie (12) 



DA9 



A& _ 6» 4- c« — g« Ac 6» + g» 

b 2 c 2" 



c' Ag 



2 g 

gAg _ g» + &' — c» A6 _ g« -f c» — 6« Ac 
g 2 6 



2 & 2 

Durch Addition der drei letzten Gleichungen entsteht 

(13) ■ A^ -f A;c -f A9 = 0, 

eine Formel, welche zur Controle berechneter Winkeländerungen 
dienen kann. 



(^^) i c« + ft' — g' (_^ 

2 \EF • ""/ft 
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Wir nehmen nun an^ dass auch c eine Stabsehne ist. Für jeden 
Stab l vom Querschnitt F^ Elasticitätsmodul E und Ausdehnungs- 
coefficienten a entspricht einer Beanspruchung S und Temperatur- 
änderung t die specifische Längenänderung 

(14) T = (^ + -).- 

Damit wird aus (12) 

und speciell, wenn die at für die Stäbe a^ b, c gleich gross sind 
(gleiche Temperaturänderungen bei gleichem Material) ^ 

(16) J,^,^,(^)-'l±4^-{^)-^-±-^(^). 

Die Temperaturänderungen haben in diesem Falle keinen Einfluss 
auf die Aenderung der Dreieckswinkel und damit ^ wie sich zeigen 
wird; auch keinen auf die Secundärspannungen. 

Beziehungen für einen Knotenpunkt. Es seien nun (Fig. 99) 

in einen\ Knotenpunkte m eintreflfende Stabsehnen, welche von der 
beliebigen Stabsehne s aus im Sinne der Bewegung des Uhrzeigers auf- 
einander folgen. Schliessen diese Stabsehnen vor der Deformation 
mit s die Winkel 

0, tu ^1 + ^2; ^1 H h ^« 

ein, so ergeben sie nach der Deformation mit s die Winkel 

^1 + A^i + ^2 + ^^21 

A^i + A^i H ]r tn + A^„. 

Für die Winkel, welche die Endtangenten der Stabaxen bei m mit 
der Stabsehne s bilden, hat man 

/S, ti + ^ti + ßu 

^1 + A^i + ^2 + ^^2 + ß2> 

^1 + A^l H \'tn + i^tn + ßn, 

während die Winkel der Endtangenten mit der Endtangente von s 
um ß kleiner sind. Da nun die letzteren Winkel der Voraussetzung 
nach durch die Deformation keine Aenderung erleiden, so muss sein 

^1 H h ^n -= ^1 + A^l -I f- *n + A^„ + /S„ — /J, 

WxTBAUCH, Aufgaben cur Theorie elast. Körper. 18 
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oder auch 

n 
(17) ßn = ß -^ä,i>,. 

1 

Wir haben damit die Ausschlagwinkel sämmtlicher in einem Knoten- 
punkte eintreffender Stäbe durch den Ausschlagwinkel ß eines der- 
selben und die oben betrachteten Aenderungen der Dreieckswinkel 
ausgedrückt Man nennt dieses ß Stellungswinkel für den Knoten- 
punkt m. 

Für jeden in m eintreffenden Stab können wir uns die Ein- 
wirkung der übrigen Stäbe daselbst reducirt denken auf eine in der 
Stabsehne wirkende Kraft 5, eine senkrecht zur Stabsehne wirkende 
Kraft A und ein Moment M in Hinsicht m (Fig. 98). Da sämmt- 
liche S und A durch m gehen und die äusseren Kräfte ebenfalls 
nur in Knotenpunkten angreifen^ so drückt sich die Gleichgewichts- 
bedingung ^^Summe der Momente aller Kräfte an m gleich NulF aus 

(18) 2^=0, 

m 

worin die Summe alle in m eintreffenden Stäbe umfasst. Solcher 
Gleichungen existiren ebenso viel als Knotenpunkte^ das heisst auch 
ebenso viel als Stellungswinkel /3. 

Gang der Berechnung. Um nun die Berechnung eines ebenen 
Stabsystems fQr irgend welche äussere Kräffce und beliebige Tempe- 
raturänderungen der einzelnen Stäbe mit Bücksicht auf die Secun- 
därspannungen durchzuführen, kann man etwa wie folgt vorgehen. 

a) Berechnung der Primärspannungen S aller Stäbe für den 
fraglichen Belastungs- und Temperaturfall so^ als ob alle Knoten- 
punkte mit reibungslosen Gelenken versehen wären. 

b) Ermittelung der Aenderungen A^ der Winkel, welche die 
Stabsehnen mit einander einschliessen, nach (12), (15) oder (16), 
wobei (13) zur Controle dienen kann. 

c) Wahl derjenigen Stäbe in den einzelnen Knotenpunkten, deren 
Ausschlagwinkel als Stellungswinkel daselbst dienen sollen (gewöhn- 
lich Gurtungsstäbe) und Bildung der Ausdrücke für sämmtliche 
Ausschlagwinkel nach (17). 

d) Für jeden Knotenpunkt m Ansatz der Ausdrücke (6) für die 
Endmomente M der eintreffenden Stäbe und Aufstellung der Mo- 
mentengleichung (18). 

e) Berechnung der Stellungswinkel ß aus den unter d) erhal- 
tenen Momentengleichungen (18) und der übrigen Ausschlagwinkel 
nach den unter c) erhaltenen Ausdrücken (17). 
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f ) Berechnung der Endmomente M aller in den einzelnen Kno- 
tenpunkten eintreffenden Stäbe nach den Ausdrücken (6) unter d). 

g) Berechnung der ganzen Normalspannungen nach (7)^ für 
praktische Zwecke speciell der grössten Bandspannungen an den 
Stabenden aus (9) mit Mx = M bei allen Knotenpunkten. 

Im Falle symmetrischer Anordnung der Stabe, Belastung und 
Temperaturänderungen sind Vereinfachungen durch Herabsetzung 
der Anzahl zu lösender Gleichungen möglich. — Bei Ermittelung der 
M aus (6) kommen die Werthe ft, v in Frage, deren Berechnung 
aus (5) etwas zeitraubend wäre. Man kann diese Gleichungen je- 
doch bequemer gestalten. Zunächst lässt sich schreiben 



2fi. 



2 — r 



1 + C08 ^ 



+ T 



Bin r 



cos r ' 



sin r 



2v 
r 



sin r 



2 — r 



1 + cos ^ 



coB r^ 



sin r 



oder auch 



(19) 



r 

2v 



2 — r cot 



+ cot 



2 ' 



2 — r cot 



cot-f 



Mittelst der bekannten Reihe 



cot a 



2 



_ -_ JL- "R a -— B a^ - 7? 

a 1.2^1'^ 1.2.3.4^2« 1.2.3.4.5.6^^3 



a 



worin (die BemouUi'schen Zahlen) 

^ 8Ö ' ^» "^ 42 ' 
erhält man 



^, B^ = T^. Ä = 



— - 7? == — 

30 ' 5 66 



, r 2 r r^ r* 

cot -^ — g gg^ 15 120 



2 -rcot^ = ^(l + |^ + ^ + ...), 

und durch directe Division 

= A /1 _ Zl -_ ^* _ \ 

~ ~ r \ 60 8400 " / ' 



2 — r cot 



Damit liefert (19) 
(20) 



ft = 4~ 



15 



V 



r — 



11 



2 + -^^^ + 



30 



6300 

13 
12 600 



f^ — . . • 



r* + 



18 
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welche Gleichungen auch bei ziehenden S keine imaginären Grössen 
mehr enthalten. Nach (20) hat Winkler folgende Tabelle berechnet: 



r JE» 


\s — i 


Q Drack 


,S* « Q Zug 


V ES 


S^Q Zug 


1 














^ 


V 


f* 


V 




f* 


V 


0,2 


4,00 


2,00 


4,00 


2,00 


3,2 


6,22 


1,74 


0,4 


3,98 


2,00 


4,02 


2,00 


3,4 


5,34 


1,72 


0,6 


3,96 


2,02 


4,04 


1,98 


3,6 


6,60 


1,70 


0,8 


3,92 


2,02 


4,08 


1,98 


3,8 


5,66 


1,68 


1,0 


3,86 


2,04 


4,14 


1,96 


4,0 


5,80 


1,64 


1,2 


3,80 


2,66 


4,18 


1,96 


4,2 


6,94 


1,62 


1,* 


3,74 


2,06 


4,26 


1,94 


4,4 


6,10 


1,60 


1,6 


3,64 


2,10 


4,32 


1,92 


4,6 


6,28 


1,58 


1,8 


3,54 


2,12 


4.42 


1.90 


4,8 


6,44 


1,56 


2,0 


3,44 


2,16 


4,60 


1,88 


6,0 


6,62 


1,54 


2,2 


3,30 


2,20 


4,60 


1,86 


5,2 


6,78 


1,52 


M 


3,16 


2,24 


4,72 


1,84 


6,4 


6,96 


1,50 


2,6 


2,88 


2,28 


4,84 


1,82 


5,6 


7,14 


1,48 


2,8 


2,82 


2,34 


4,96 


1,80 


6,8 


7,30 


1,46 


3,0 


2,62 


2,40 


6,08 


1,76 


6,0 


7,48 


1,44 



Der Werth ^1/;^ pAegt in praktischen Fallen bei Druck nicht 

über 2,4 (weil bei Bemessung von & Rücksicht auf die Zerknickungs- 
gefahr zu nehmen ist), bei Zug nur selten über 4 hinaus zu liegen. 
Bei den im Ingenieurwesen als Brückenträger^ Dachbinder u. s. w. 
Yorkommenden Stabsystemen treten Secundärspannungen neben den 
Stabkräften S immer auf; weil hier mathematische Gelenke un- 
möglich sind und Vernietungen oder reibende Bolzen ihre Stelle 
einnehmen müssen. Die vollständige Berechnung von Secundär- 
spannungen zeigte zuerst Manderla (die Berechnung der Secundär- 
spannungen^ welche im einfachen Fachwerke infolge starrer Knoten- 
Verbindungen auftreten, Allg. Bauzeit. 1880). Weiteres über 
Secundärspannungen findet man besonders bei Äsimoni (Zeitschr. 
f. Baukunde 1880) und Winkler (Theorie der Brücken II, 1881). 



Aufgabe 108. Einfache Schwingungen. Nach § 87. 

Es soll die Grundgleichung für einfache Schwingungen mit 
Hülfe von Particularlösungen integrirt werden. 



(1) 



Eine Particularlosung der fraglichen Grundgleichung 



dV 



= — Jcr 



ist bei vorläufig unbestimmtem constantem a 
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r = ef^*, womit -j^ = a^e«', 

und durch Substitution in (1) 

a« + i = 0. 

So oft diese Gleichuiig erfüllt ist, bildet c"* eine Lösung von (1), 

d. h. für 

a = ]/— ky a = — }/— i. 

Daher sind auch Lösungen 

unter 31, 85 willkürliche Constante verstanden, und die allgemeinste 
Lösung ist 

(2) r^%e'*y^+ 93e-''>^. 
Nun hat man bekanntlich 

^tVT^ cos tYh + i sin t Yk, 
e-«'Vr= cos tyjc — i sin tyjc, 
daher können wir mit den Bezeichnungen 

(3) ^ = 21 + 85, 2? = i (21 - 85), 
die allgemeine Lösung (2) schreiben 

(4) r = Acostyk + B sin t Yk. 
Führt man an Stelle von A, B die durch 

(5) Ä =^ — a sink Yk, B = a cos Ä ]/ä 
bestimmten Constanten a, h ein, so entsteht 

(6) rF=asinl/Ä(^ — Ä), 

und das ist die in § 87 gegebene und discutirte Lösung. 

Aufgabe 109. Schwingungen eines gezogenen oder gedruckten 

Stabes. Nach § 87. 

Ein gerader Stab oder Draht ist mit verticaler Axe an einem 
Ende festgespannt. Eiue Last G = Mg am anderen Ende gelangt 
auf irgend welche Art (z. B. durch Mitwirkung einer anderen Kraft 
oder infolge plötzlicher Einwirkung von G oder auch beim Fallen 
dieser Last oder eines Theiles derselben aus gewisser Höhe) in der 
Richtungslinie der Stabaxe aus der G entsprechenden Gleichgewichts- 
lage und wird dann sich selbst überlassen. Die Schwingungsdauer 
T der entstehenden Schwingungen des Gewichts G um seine Gleich- 
gewichtslage unter Vernachlässigung der Stabmasse zu berechnen. 
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Wir ziehen die in Fig. 15, S.76 angedeuteten Fälle in Betracht. In 

(1) Q~±G mit G^Mg 

werde das obere oder untere Vorzeichen gewählt^ je nachdem G in 
der Richtung x, oder entgegengesetzt derselben wirkt. Dass im 
letzteren Falle praktisch eine Einknickung in Frage käme, soll hier 
unberücksichtigt bleiben. 

Die Längenänderung des Stabes gegenüber der Länge l im 
spannungslosen Zustande wäre unter Einwirkung des Gewichts G 
allein zu jeder Zeit t, wenn t die Aenderung der Stabtemperatur 
bis dahin bedeutet, nach § 81, (15) 

^ - («^ + Wf) ^• 
Die wirkliche Längenänderung aber ist 

A + r = («r + -« +/) l, 

unter Q -f- P bei positivem oder negativem P die ganze Stabkraft 
zur Zeit t yerstauden. Die Richtungen der positiven x, P, Q, k, r 
stimmen überein. Durch Subtraction der ersten Gleichung von der 
zweiten folgt die Elougation des Gewichts von der Gleichgewichts- 
lage zur Zeit t 

(2) r=>^l, 
und also die rücktreibende Kraft 

P — r*^- 

Die Acceleration in der Richtung der positiven r oder x aber wird 

W dt^ M Ml ^' 

Diese Gleichung ist von der Form 

wenn die Gonstante 

(4) *=^ 

gesetzt wird. Die Masse M führt also einfache Schwingungen um 
ihre Gleichgewichtslage aus, es gelten die Gleichungen des § 87 
und wir erhalten für die Schwingungsdauer und Schwingungszahl 

(5) T=^ = 2;rl/^ = ^. 

^ ^ Vk y EF n 

Aus Beobachtungen von T oder n lässt sich der Elasticitätsmodul 
berechnen 
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Bei Ableitung der obigen Formel für A ist das Eigengewicht 
des Stabes unberücksichtigt geblieben. Hätten wir dasselbe mit in 
Betracht gezogen, so würde sich für r derselbe Ausdruck wie oben 
ergeben haben. Damit bleiben auch die übrigen Gleichungen un- 
geändert. Zu beachten ist, dass die mit den Schwingungen ein- 
tretenden Temperaturänderungen, welche für den ganzen Stab gleich 
gross vorausgesetzt sind, nur Aenderungen der Gleichgewichtslagen 
des Gewichts, nicht der Elongationen bedingen. Analog hat man 
sich den Einfluss der Temperaturänderungen bei den Schwingungen 
der Körpertheilchen im XII. Abschnitte vorzustellen. 

Während die Schwingungsdauer und Schwingungszahl, wie 
schon in § 87 für einfache Schwingungen allgemein abgeleitet, von 
der Grosse der Schwingungsamplitude unabhängig sind, hängt die 
letztere von der auf ihre Erzeugung verwendeten Arbeit ab. Wurde 
beispielsweise die anfangliche Entfernung aus der Gleichgewichts- 
lage durch einen ganz allmählig, ohne Erzeugung von lebendiger 
Kraft anwachsenden (umkehrbaren, im Sinne der Wärmetheorie) Zug 
oder Druck A hervorgebracht, so ist nach (2) die Schwingungs- 
amplitude von G 

(7) « = ^^- 

TriflFfc die Last G sofort vollständig und zwar zu einem Theile Z 
mit der Geschwindigkeit v, im üebrigen ohne Geschwindigkeit auf, 
dann hat man nach A. 38, (34) 



(8) « = S^yi + 



BFZ t?» 



woraus auch die Amplituden für die speciellen Fälle Z =^ G und 
^ = sofort zu entnehmen sind. 

Die vorstehenden Ausdrücke von a gelten nur für G und das 
Stabende. Für beliebige Stellen des mitschwingenden Stabes hat 
man bei Vernachlässigung des Eigengewichts (da dann die Längen- 
änderung gleichmässig auf die ganze Länge vertheilt ist) die Am- 
plitude der Schwingungen 

(9) a;r = y a, 

während die Schwingungsdauer überall die gleiche ist. 

Eine von Gleichung A. 125, (5) ausgehende schärfere Behand- 
lung des Problems vom axial gestossenen Stabe unter Berücksich- 
tigung der verschiedenen Bewegungszustäude der Körperpunkte 
verschiedener Querschnitte im selben Augenblicke (oder der Zeit, 
welche die Fortpflanzung der Bewegung erfordert) gelang in be- 
friedigender Weise zuerst Boussinesq. Man findet diese Lösung bei 
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Saint 'Venant et Flamant, Theorie de FElasticit^ des corps solides 
de ClAsch, Paris 1883, Note du § 60. Ergänzungen gaben Saint- 
Venant, Flamant und Botissinesq in den Comptes rendus 1883, n. 

Aufgabe 110. Schwingungen gebogener Stäbe. Nach § 87. 

Es soll die Schwingungsdauer der in Fig. 16 — 18, S. 76 angedeu- 
teten prismatischen Stäbe von anfanglich gerader Axe unter Voraus- 
setzung der technischen Biegungstheorie f&r den Fall abgeleitet 
werden, dass das Gewicht G = Mg in der Verticalebene der Axe 
auf irgend eine Weise aus der Gleichgewichtslage gebracht und 
dann sich selbst überlassen wird. Die Stabmasse ist zu vernach- 
lässigen. 

Das Vorgehen ist analog demjenigen in Aufgabe 109. Wir 
geben alle Formeln für die drei Stäbe zusammen. Bedeuten p das 
Eigengewicht pro Längeneinheit und das Trägheitsmoment des 
Querschnitts für eine horizontale Axe durch den Schwerpunkt, dann 
hat man nach Aufgabe 46 die EinsenkuDg bei G im Falle des 
Gleichgewichts 

für Fig. 16 f^^(f^G), 

Die wirkliche Einsenkung zur Zeit t in den drei Fällen lässt sich 
ausdrücken 

wobei für je einen ganzen Querschnitt gleichmässige Temperatur- 
änderungen zugelassen sind und P positiv oder negativ werden 
kann. Durch Subtraction der drei ersten von den drei letzten 
Gleichungen folgen die augenblicklichen Elongationen von den 
Gleich ge wichtslagen ** 



und die rücktreibenden Kräfte 

r9\ p_^^^ p_ 48.E@ 192 ^e 
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Da die letzteren proportional den Elongationen sind, so entstehen 
einfache Schwingungen des Gewichts G um seine Gleichgewichts- 
lagC; wir haben 

und gelten alle Beziehungen des § 87 mit folgenden Werthen von h, 
denen wir die verlangte Schwingungsdauer 

(4) T=-^ = — 

beifügen, während n die Schwingungszahl bedeutet. 



(5) 



Für Fig. 16 h = -^U-, T= 2;ri|/ 



Ml 



3EG 



17 , _ 4SE@ rp_ nl ■] /~Mr 

" '' ^^ '^~ MP ^ ^~ 2 VsES' 

1« , _ 192 E& rp nl -I / Ml 

yy i^ ^^ ^~ Ml^ ^ 4 V ZE®' 



Die Gleichungen liefern für die betrachteten drei Fälle 

Verhältniss der h 1 : 16 ; 64 , 



T 1 

w ;; -^ 4*8' 

n 1 



4 • .8 
1 1 



n j; - * • 16 • 64 

Auf Grund von Beobachtungen der Schwingungsdauer oder Schwin- 
gungszahl läsät sich aus (5) der Elasticitätsmodul bestimmen. 

Wie in Aufgabe 109 hängt die Amplitude der Schwingungen, 
die erste Entfernung des Gewichts aus der Gleichgewichtslage, von 
der aufgewandten Arbeit ab. Wurde das Gewicht durch eine ohne 
Erzeugung von lebendiger Kraft ganz allmählig anwachsende Kraft 
A aus der Buhelage entfernt, so ist die Amplitude nach (1) 

(a\ ^g' _ AV _ AI'' 

W ^"^SEG' ^~4SEG' ^~192EG' 

Trifft die Last G sofort vollständig und zwar zu einem Theile Z 
mit der Geschwindigkeit v, im üebrigen ohne Geschwindigkeit auf, 
dann hat man nach A. 38, (4) 



(7) 



a — 
a — 
a — 


Gl^ 
SEG 

Gl^ 
4SEG 

GV 
\92EG 


■1/1+ 

y.+ 


SEGZ 

PG^ 


9' 


4SEGZ 
PG^ 

192EGZ 

PG^ 


9' 
9' 
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woraus auch die Amplituden f&r Z "» 6 und Z «» sofort entr 
nommen werden können. 

Vorstehende Ausdrücke der a gelten nur f&r die Stelle des Ge- 
wichts G. Da jedoch nach Aufgabe 46 eine Last P in beliebigen, 
von P um X entfernten Punkten der Stabaxe^ die Einsenkungen 

a. - ^5^ {l - 2x) (P + 2lx - 2a?), 

erzeugt, so erhalten wir durch Division mit den Ausdrücken f&r 
r ^^ a nach (1) die Amplituden bei x beziehungsweise 

(8) I a. = --^- {l - 2x) {p + 2lx- x') , 

a,-~~(l + 4x){l-2xy. 

Die Grosse und Entstehungsart der Amplitude a bei G oder x ^^0 
ist dabei ganz gleichgültig. 

Aufgabe 111. Torsionsschwingungen von Stäben und Drähten. 

Nach § 87. 

Ein isotroper Stab oder Draht mit gerader Axe Ist am oberen 
Ende vertical festgespannt. Am unteren Ende befindet sich eine 
MassC; deren Schwerpunkt in der Stabaxe liegt, während ihr Träg- 
heitsmoment hinsichtlich der letzteren gleich J ist. Die Masse wird 
durch Drehung um die Stabaxe aus der Gleichgewichtslage gebracht 
und nach Eintritt der Buhe sich selbst überlassen. Es soll die 
Schwingungsdauer der entstehenden Schwingungen um die Gleich- 
gewichtslage berechnet werden. Die Stabmasse ist zu yemach- 
lässigen. 

Bezeichnen G den Gleitungscoefficienten, K eine Function der 
Querschnittsdimensionen des Stabes und für die Horizontalebene 
durch den Schwerpunkt der angehängten Masse ^ den Bogenweg 
eines Punktes in Entfernung 1 von der Stabaxe zur Zeit t aus 
seiner Lage im Gleichgewichtszustande, dann ist nach Aufgabe 70 
das Torsionsmoment 

(1) M^GKtp. 

Dies Moment wirkt also augenblicklich auf Wiedergewinnung der 



"H 
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Gleichgewichtslage. Die Winkelacceleration, welche daraus für die 
schwingende Masse im Sinne der wachsenden 9 entsteht^ folgt aus 

d»9 



mit obigem M 



(2) 



dt* 



M=--J 



GK 



dt 



2 J 



Diese Gleichung ist von der Form 

d^r _ , 
di^ '^'^^ 

sodass einfache Torsionsschwingungen ent- 
stehen und die Gleichungen des § 87 mit 

(3) r = 9, h j~ 

gelten. Die Schwingungsdauer beispielsweise 
wird 



(4) 



yu y GK n 




Fig. 100. 



Durch Beobachtungen von T oder der Schwin- 
gungszahl n kann der Gleitungscoefficient 

(6) « - i (¥)" 

bestimmt werden. 

Nach der älteren Torsionstheorie iü Aufgabe 69 hätten wir 
f&r beliebige Querschnitte 

unter @, l die Stablänge und das polare Trägheitsmoment des Quer- 
schnitts in Hinsicht der Stabaxe verstanden. Diese Theorie liefert 
nur für kreisförmige Querschnitte richtige Resultate, während die 
genaueren K für eine Anzahl Fälle in den Aufgaben 70—72 ge- 
geben sind. Beispielsweise hat man 

(6) für elliptische Querschnitte K = , , , g -j , 

worin a, b die Halbaxen der Ellipse bedeuten. Für den wichtigsten 
Fall eines kreisförmigen Querschnitts wird mit a = 6 = ü 



K 



21 ^ 



womit die Gleichungen (1) (4) (5) liefern 



(7) M 



"2r 



GB^, 



rp_2n -|/2T7 
-^ ~ B* V TtG ' 



G^Stc 



Jl 



9 7?4 



r»Ä 



- 284 — 

Der Winkel & in 

(8) 9) -= «•? 

wurde bereits als Torsionswinkel bezeichnet. 

Die schon von Cauhnib gegebenen (Hisi de TAcad. des Sciences 
1784) Beziehungen (7) haben unter Anderen Dtdeau, Savart (siehe 
Wertheim in Ann. de chim. et de phys. Ser. 3, t. XXV), Kupffer 
(Bull, de TAcad. de St. P^tersbourg, t. YII) und neuerdings £a/u- 
meister verwendet (Exp. Unters, über Torsionselasticität, Inaugaral- 
diss., Leipzig 1884) ^ um aus Beobachtungen von Torsionsschwin- 
gungen den Gleitungscoefficieuten G abzuleiten. Femer beruht auf 
diesen Formeln die Anwendung der CoulomVBchen Drehwage, mit- 
telst welcher Mdskdyne und Button^ Cavendish, Baily und zuletzt 
Beich die mittlere Dichtigkeit der Erde bestimmten (siehe darüber 
z. B. Gehle/s Phys. Wörterbuch, Leipzig 1825—45, Bd. IH). 

Aufgabe 112. Schwingnngen im widerstehenden Hedinm. 

Nach § 87. 

Das Gesetz der Schwingungen eines Massenpunktes unter der 
Voraussetzung abzuleiten, dass neben der rücktreibenden Kraft, 
welche der Entfernung von der Gleichgewichtslage proportional ist, 
noch ein der Geschwindigkeit proportionaler Bewegungswiderstand 
pro Masseueinheit wirkt. 

Die Grundgleichung der Schwingungen lautet in diesem Falle 
mit constantem b 

(1) ^ kr-2s^. 

Eine Particularlösung ist bei vorlaafig unbestimmtem constantem a 

r = c««, womit 57 = ««"', äS ""**"'' 

und ans (1) 

a" + 2«a + A = 0. 

Diese Gleichung ist erfüllt für 

Daher sind Lösungen von (1) 

und wird bei Beachtung von 

allgemeinste Lösung 

(2) r = «r-« («c" »'»^^ + S5c— ■' '^*^^*) . 
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Setzen wir nach bekannten Formeln 

^iVü:^-^ c= cos t^lt — £* + i sin ^l/F^^^, 
^itVh^- = cos t^Y^^^ — i sin ^]/F=T^ 

so geht mit den Bezeichnungen 

(3) ^ = « + 85, JS = i (« — ») 
Gleichung (2) über in 

(4) r = e-"U cos ^l/A; — b^ + JB sin ^"[/iT^T^), 
und fuhrt man statt J.^ j? die durch 

(5) A = — ae** sin Ä "|/jfc — «*, j? = ae** cos A l/jfc — £*, 

bestimmten Gonstanten a^ h ein^ so drückt sich die allgemeine 
Lösung aus 

(6) r = ae- * (' - *) sin }/T^~? {t - h). 

Die Passagen der Gleichgewichtslage r = finden nach (6) 
statt zu den Zeiten 

^ = Ä, h A — , Ä4- 



und wir erhalten die Schwingungsdauer als Zeit zwischen irgend 
einer dieser Passagen und der übernächsten 

(7) T = ^"^ 



Hiernach und mit der weiteren Bezeichnung 

(8) a=ae- «('-*) 
lässt sich (6) schreiben 

(9) r = a sin -^ (^ — Ä). 

Die Elongation r befolgt in jedem Zeitelement dt dasselbe Gesetz^ 
wie im Falle einfacher Schwingungen von der Schwingungsdau^r 
(7) und Amplitude (8). Während aber die Schwingungsdauer auch 
hier constant und nur infolge des Widerstands grösser als bei ein- 
fachen Schwingungen ist^ ändert sich die Amplitude a mit der Zeit. 

Für in gleichen Intervallen — auf einander folgende Zeiten t bil- 
den die Amplituden nach (8) eine geometrische Progression vom 

Progressionsfactor 

iL 

(10) — mit j = 6». 

Die Grösse 

(11) logg = — logc 
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ist constant und dem Coefficienten s proportional , sie wird nach 
Gauss das logarithmische Decrement der Schwingungen genannt Aus 
Beobachtungen dieses Decrements kann man auf e schliessen und 
so ist e mehrfach bestimmt worden. 

Aus (9) folgt mit Rücksicht auf (8) die Oscillationsgeschwin- 
digkeit zur Zeit t 

(12) ^ ^ äl '^ ^l T ^^^ ~T' ('""*) — * sin ^ (t ■— h)j . 
Die Gleichungen (8) (9) (12) liefern beispielsweise 
för ^- Ä 



/( — 




T 

4 


T 

2 


ST 

4 


T 


bT 

4 


= 




ae * 




ae^ 


SfT 


5«r 

ae * 


r — 




a 





— a 





a 


V = a 


T 


— a£ — 


2« 

-a j, 


ae 


2sr 

a rj. 


— ae 



Oben ergab sich^ dass unsere Constante h die Zeit der ersten Pas- 
sage der Gleichgewichtslage nach Beginn der Zeitrechnung t ist, 
jetzt sehen wir, dass die zweite Constante a die Amplitude a fär 
dieses t = h ist. Rechnet man die Zeit von einer Passage der 
Gleichgewichtslage an^ so ist überall A «= zu setzen. 

Nach vorstehender Zusammenstellung fallen die Geschwindig- 
keiten t; «BS und damit die Grenzwerthe von r nicht wie bei ein- 
fachen Schwingungen mitten zwischen zwei Passagen der Gleich- 
gewichtslage, wir haben nach (12) 

(13) t; = ftir tgfO-Ä)=.^. 

Ebenso treffen die Grenzwerthe von t; nicht mit r s» zusammen. 
Da aus (1) mit (9) (12) und bei Beachtung von (8) folgt 

d*r 2« r2« . 2n ., ,. , 2« ,. ,.■] 

5^ = — a -^ [-^ sm -jT (^ — A) + « COS ^ (^ - A)J, 

so entstehen die 

(14) Grenzwerthe von v für tg -jr (^ — A) = — |— • 

Die numerischen Maxima der r sind hiemach von denjenigen der v 

T 
wie bei einfachen Schwingungen durch Zeitintervalle — getrennt^ 

■fc 

beide Arten Maxima folgen aus (8) (12) mit den (13) und (14) 
entsprechenden Werthen von Sinus und Cosinus. 
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Aufgabe 113. GleiclilaBge Wellen gleicher Fortpflanznngsriclitang. 

Nach § 89. 

Die Verhältnisse derjenigen Welle abzuleiten , welche durch 
Interferenz beliebig vieler Einzelwellen aus einfachen Schwingungen 
gleicher Schwingungsgeraden und gleicher Fortpflanzungsrichtung 
in einer homogenen Punktreihe entstehen. 

Nach § 89 ist die resultirende Schwingung jedes Beihenpunktes 
M von gleicher Dauer T = X ic wie die Einzelschwingungen. Wir 
rechnen die Entfernungen l beliebiger Beihenpunkte von einem be- 
stimmten Beihenpunkte A aus. Sind a^^ a^, . . die Amplituden der 
Einzelschwingungen und h^, &27 • • ^^^ Phasen der zugehörigen Ein- 
zelwellen, dann hat man nach § 89, (2) und § 88, (4) die resultirende 
Elongation von M zur Zeit t 

r =^ a^ sin -r- (^^ "" ^ "f" ^i) + ^2 ^^ X (^' — ü + 62) + * ' *> 

oder wenn jeder Sinus rechts durch Sinus und Cosinus von et — l 
und b ausgedrückt wird, 

r = f «1 cos -^ 6^ + ^2 cos -T- 62 + • • 7 sin -^ (et — l) 

+ Ui sin -^ 61 + ^2 sin -^ 62 + • • 7 ^^s -^ {et — l) . 

Bestimmt man nun, wie es immer möglich ist, zwei Grössen a und b 
nach den Gleichungen 

a cos -y- = y7, a cos -r- ft, 



(1) 



2it , 'VT 2« , 

a sm -T- = y, a sm — 6, 



worin die Summen links sich auf alle Einzelwellen beziehen, dann 
folgen die resultirende Elongation und Geschwindigkeit von M zur 
Zeit t 





r = a sin -y- (c^ — Z + 6) , 


(2) 


[ t? = ^ = M COS -p (c^ — ^ + &) ; 


unter 




(3) 


2n 2n 



den Absolutwerth der Oscillationsgeschwindigkeit für r = ver- 
standen. Es entsteht also durch Interferenz unserer Einzelwellen 
eine resultirende Welle vom gleichen allgemeinen Gesetze, wie die 
ersteren und insbesondere auch von gleicher Wellenlänge A. Die 
resultirende Wellenphase findet sich wegen (1) aus 
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■ 

(4) tgi^6-- ^ 

S a cos — 

wonach eine der Gleichungen (1) oder die durch Quadriren und 
Addiren beider entstehende Formel 



(5) a - y^a^ + 2^aa cos ^ (6 ~ 6'), 

auch die resultirende Amplitude liefert. In (5) sind für a, a und 
by V der Reihe nach alle Combinationen ohne Wiederholungen von 
je zweien der Elemente a^, a^y .. und der entsprechenden Phasen 
zu setzen. 

Specielle Fälle, a) Es sei 

^ ad cos -^ (6 — 6') -"^ öta', 

dann liefert (5) 

a = öj + öj -f- öj -f- • • • , 

die Amplitude der resultirenden Schwingung ist gleich der Summe 
der Amplituden der Einzelschwingungen. Der Fall tritt z. B. ein, 
wenn die Phasen der Einzelwellen sich nur um ganze Vielfache der 
Wellenlänge k unterscheiden, d. h. wenn für je zwei Wellen 

ist, unter v eine beliebige ganze Zahl verstanden, womit nach (1) 
auch die resultirende Wellenphase um ein ganzes Vielfaches von 
den Einzelphasen abweicht. 

b) Es sei 

2 ^, ad cos T" (^ — &') = — ^j o?, 

dann ergibt (5) die resultirende Amplitude 

a = 0, 

die Einzelwellen heben einander auf, die Punktreihe ist in Ruhe, 
bei Schallwellen haben wir Stille und bei Lichtwelleu Finsterniss. 

c) Es seien nur zwei Wellen vorhanden. Dann lassen sich die 
Gleichungen (4) (5) schreiben 

«sc - , 2% - 

2« «1 am — 6i + 0, sin — 6, 

*8T^ ^ 2^i~' 

ttj 008 -y 6i + «a COS -T- 6j 



a = Y a^ + öhi^ + '^(^lO'^ cos -^ {b^ — Jg). 
Speciell ergibt sich, wenn v eine beliebige ganze Zahl bedeutet, 
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für 6i - 6s = ± T ^ 

a=^ a^ -{- a2 und wenn ag =^ fl^ a = 2^4, 

für 6i - 62 = + ^^^ A 

a = «1 — «2 1? ?> (I2 ^= dl a = 0; 

für 61 - 62 = ± ^^^^ A 

a = V'ai^ + «2* „ „ «2 = «1 a = «i 1/2. 



Aufgabe 114. Gleiehlange Wellen entgegengesetzter 
Fortpflanznngsriclitnng. Nach § 89. 

Die Verhältnisse von Wellen festzustellen, welche durch Inter- 
ferenz beliebig vieler Einzelwellen aus einfachen Schwingungen 
gleicher Schwingungsgeraden und verschiedener Fortpflanzungsrich- 
tungen in einer homogenen Punktreihe entstehen. 

Wie im Falle der vorigen Aufgabe ist nach § 89 die resul- 
tirende Schwingung jedes Reihenpunktes M von gleicher Dauer 
T = X : c wie die Einzelschwingungen. Wir rechnen die Entfer- 
nungen { beliebiger Beihenpunkte M von einem bestimmten Beihen- 
punkte A aus und nennen eine Welle hinsichtlich M positiv oder 
negativ, je nachdem sie in der Richtung AM oder MA fortschreitet. 

Fassen wir zunächst die durch positive Wellen auf M über- 
tragenen Schwingungen ins Auge. Sie erzeugen zur Zeit t die 
Elongation und Oscillationsgeschwindigkeit 



(1) 



Tp = ttp sin -^ (c^ — Z + hp)y 
Vp = Up cos -.- (c< — Z -f- 6p), 



X 

worin nach A. 113, (4) (5) die Phase der resultirenden positiven 
Welle und die ihr entsprechende Schwingungsamplitude bei M be- 
stimmt sind durch die Gleichungen 

ZJa sin -y- 

(2) tg-^6p -^— -, 

2] a cos -y- 
p » 



(3) op = l/^o^ + 2^aa' cos ^ (6 - 6') - -^ «P- 

Die Summen ^, beziehen sich auf alle positiven Einzelwellen. Für 

p 

Weyrauch, Aufgaben zur Theorie elast. Körper. 19 
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a, a und b, V sind der Reihe nach alle Combiuationen ohne Wie- 
derholungen von je zweien der a und 6 positiver Wellen zu setzen. 
Für die resultirende Elongation der durch negative Wellen auf 
M übertragenen Schwingungen hat man nach § 89^ (2) und § 88; (6) 

Tn = a^ sin -j^ (c< + Z — 6i) + a^ sin -^ (et + l — b^) -\ 

= («1 cos -Z' 6, + ^2 cos -^ 6g + • • 7 sin -^ {et + b) 

+ (a, sin -y^ &i + 0^2 sin j^ \'-\ ) cos -^ {et + 6). 

Verfahren wir mit dem letzten Ausdrucke wie mit dem entsprechen- 
den der vorigen Aufgabe, so folgen die von negativen Wellen her- 
rührende resultirende Elongation und Oscillationsgeschwindigkeit 
bei M 



(4) 



Tn'^an sin -^{ct+l — 6«), 

Vn = Un cos -^- {ct + l 6«)) 



worin die Phase der resultirenden negativen Welle und die zuge- 
hörige Schwingungsamplitude bei M durch die Formeln 

2üa sin -y- 

(6) tg^j._^_; , 

n * 

(6) o, = l/^a' +2'"'*' •^''^ T^ (^ — ^') •= ^ ««> 

V n n 

bestimmt sind. Die Summen^^ beziehen sich auf alle negativen 

n 

Einzelwellen, bezüglich der aa und 66' gilt Analoges wie bei den 
positiven Wellen. 

Nach § 89, (2) (3) haben wir für die durch Interferenz sämmt- 
licher Einzelwellen entstehende Elongation und Oscillationsgeschwin- 
digkeit beliebiger Reihenpunkte M{1) zur Zeit t 



(7) 



2 9K 2 9C 

r = rp+ r« = Op sin -jp(c^—Z+6p) + a„ sin -jp(c^+Z — 6n), 
^ = Vp+Vn = W/»cos - (c<— ü4-6p)4-M„cos-^(c^4-i — 6«). 



Stellende Wellen. Es interessirt nun besonders der Fall, dass 
ön = CLp und damit nach (3) (6) auch Un = Wp wird. Wir erhalten 
dann aus (7) mit Eücksicht auf bekannte Formeln für die Summe 
zweier Sinus oder Cosinus 



— ^1 — 



(8) 



r = 2ap cos -jr y '^ 2 — ) ®^^ T V^ + 2 — / ' 

V = 2Wp COS J^[l — -^ ) COS — [et + -^"2 — ) , 



und es lassen sich hieraus folgende Schlüsse ziehen. 

a) Die einzelnen Reihenpunkte vollführen einfache Schwingungen 
der in § 87 betrachteten Art. Die Grenzwerthe der Elongation eines 
beliebigen Punktes M(i) sind bestimmt durch 






Der Absolutwerth dieses Ausdrucks ist gleich der Amplitude a. Die 
Grenzwerthe der Oscillationsgeschwindigkeit, welche stets beim 
Durchschreiten der Gleichgewichtslage eintreten, sind 



2te^cos^(Z--^^), 



und der Absolutwerth dieses Ausdrucks entspricht dem m in § 87. 

b) Wie bei den Einzelwellen folgen für eine gegebene Zeit t 
von jeder Stelle h aus in Abständen k gleiche und in Abstän- 

den -— entgegengesetzte Schwingungsphasen, sodass auch hier die 

* 

Curve r eine Wellenlinie bildet. 

c) Speciell die in Abständen ^ ^^f einander folgenden, bei 
ganzem v durch 

bestimmten Punkte bleiben dauernd in der Ruhelage, sie bilden feste 
Knotenpunkte der resultirenden Welle. 

d) Alle Punkte zwischen zwei auf einander folgenden Knoten- 
punkten passiren gleichzeitig gleiche Schwingungsphasen, also bei- 
spielsweise auch gleichzeitig die Ruhelagen und die äussersten 
Elongationen. 

Da bei den betrachteten Wellen die Knotenpunkte, Wellenberge 
und Wellenthäler, überhaupt bestimmte Schwingungsphasen, nicht 
örtlich fortschreiten, ao pflegt man dieselben als stehende Wellefi zu 
bezeichnen. 



Aufgabe 115. EUiptisclie Scliwingungen. Nach § 89. 

In einer homogenen Punktreihe werden zwei gleichlange Wellen 
nicht paralleler einfacher Schwingungen in gleicher Richtung fort- 
gepflanzt. Welche Schwingungen beliebiger Reihenpunkte M ent- 
stehen durch Interferenz der Wellen? 

19* 
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Wieder ist die resultirende Schwingung nach § 89 von gleicher 
Dauer T = X:c wie die Einzelschwingungen. Letztere können lon- 
gitudinal, transversal oder schief sein. Legen wir Coordinatenaxen 
durch M(i) in beide Schwingungsgeraden und lassen die positiven 
Richtungen der Elongationen und Coordinatenaxen übereinstimmen^ 
so sind zur Zeit t die den Elongationen der Einzelschwingungen 
gleichen Coordinaten des schwingenden Punktes 



(1) 



ic «= ttx sin -r- (c< — i 4" hx). 



y = ay sin -^ (c^ — i + 6y), 



unter a^j Oy und bx, hy die Amplituden und Wellenphasen der Ein- 
zelschwingungen verstanden. Bezeichnet tp den Winkel^ welchen die 
positiven Goordinatenrichtungen oder Elongationen mit einander 
einschliessen, dann drückt sich die Entfernung von der Gleich- 
gewichtslage aus 

(2) r = yx^ + y* + 2a;y cos fp. 

Die Ooordinatengeschwindigkeiten von M sind 



(3) 



Vx = Ux cos -^ (c< — i + 6x), 

Vy = Uy cos -J-{ct — l-^- by), 



worin 



(4c) Ux = -j- üx — Y *«» ^y ~ "J~ ^ = "jr «y 

die Absolutwerthe der Ooordinatengeschwindigkeiten beim Durch- 
schreiten der Gleichgewichtslage bedeuten. 

Es fragt sich nun^ welche Bahn der Punkt M beschreibt, um 
dies zu erkennen, haben wir t aus (1) zu eliminiren. Man setze 
vorübergehend 

-^ (c^ — Z + ^*) = *^rc sin — = a, 



«* 



-j- {et — l -{' by) = arc sin -^ = ^, 



{et — ^ + öy) = arc sin - 

S 

dann folgen durch Subtraction und ersichtliche Umformungen 

sin * y>x — i, + j - ß) = sin «, 

sin — (6a, — by) cos /J -j- cos -^- (6, — 6y) sin ß = sin a, 
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sin^ -^ (6^ ^ hy) (1 — sin« ß) 

= sin^ a — 2 sin a sin ß cos -r- (6a. — hy) + sin^ /} cos* -r- (63. — ft^), 

sin* a + sin* /J — 2 sin o; sin ß cos — (px — bij) — sin* -.- (b^ — by) = Oy 
oder mit Rücksicht auf die Ausdrücke für a, ß 

* y * y 

Da hierin 

^ cos« ^ (6, - ly) - ^ < 1 , 

so stellt ^5) nach den Lehren der analytischen Geometrie eine 
Ellipse dar, die Beihenpunkte M führen elliptische Schwingungen 
um ihre Gleichgewichtslagen aus. — Im Folgenden möge v eine be- 
liebige ganze Zahl bedeuten. 

Specielle Fälle, a) Es sei h^ — &y = i -5- ^> sodass die Phasen 
der Einzelschwiugungen gleich gross sind. Dann geht (5) über in 

a a ^ 

X y 

die Ellipse ist zur ümliüllungslinie einer geraden Strecke geworden, 
wir haben geradlinige Schwingungen um die Ruhelage. Da nach 
vorstehender Gleichung und (1) 

sin -^ (c^ — i + 6a:) = sin -^ (et — l -{- hy), 

so folgt aus (2) die resultirende Elongation 

r = a sin -y- (c^ — Z + 6a.), 

worin die resultirende Amplitude 



a = Yttx^ + öJy* + 2axay cos y. 
Speciell erhalten wir für 9? = 90<* 180^ 

a = ax + ay l^T+V + («. ~ «y). 

Vom letzten Ausdruck ist der Absolutwerth massgebend, im Falle 
a^ = üy liefert er Ruhe, die Bahnellipse ist dann ein Punkt. 

b) Es sei 6a; — 6y = + ^ ^ A, womit die Einzelschwingungen 

entgegengesetzte Phasen haben. Dann liefert (5) 

a a ' 

X y 

die Ellipse ist wieder zur Umhüllungslinie einer geraden Strecke 
geworden. Da in (1) 
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sin -^ {ci — l -\' by) = — sin -j~ (c^ — i + b^), 
so wird nach (2) die resultirende Elongation 

y = a sin -r- {et — l -{- 6x), 
worin die resultirende Amplitude 



a = Yttx^ + ^y^ — 2axay cos tp. 
Speciell folgen mit 9 = 90« 180<> 

a = + {ax — üy) ^a^ + a/ «r + «y. 
Bezüglich des ersten Ausdrucks gilt das am Schlüsse von a) Ge- 
sagte. 

2v -4- 1 * • 

c) Es sei 6a? — ^y ~ i " 4~ ^j wonach die Phasen der Ein- 
zelschwingungen um — von einander abliegen. Dann wird aus (5) 



^1 + -^ = 1 



o " * a 



die Amplituden a^^ a,j der Einzelschwingungon sind conjugirte Halb- 
messer der Bahnellipse. Ist speciell ax=^ a,jy so haben wir 

«^ + y* = «x^ 
aus der Ellipse ist ein Kreis geworden. 

Weitere Beispiele der Zusammensetzung- von Schwingungen 
findet man bei Melde, Lehre von den Schwingungscurven , Leipzig 
1864; Beer, Einleit. in die höhere Optik, IL Aufl., Braunschweig 
1883; LissajauSj Ann, d. chim, et d. phys. ser. 3, t. LI; Wüllner, Ex- 
perimentalphysik; 4. Aufl. I, Leipzig 1882 u. s. w. 

Aufgabe 116. Zum Princip von Hnyglieiis. Nach § 90. 

Ein Punkt S eines homogenen isotropen Mediums werde in 
Schwingung versetzt. Es soll bewiesen werden, dass bei der nach 
Huyghens eintretenden Interferenz secundärer Wellen doch nur die- 
jenigen Punkte einen Einfluss auf die Schwingungen eines Theil- 
chens an beliebiger Stelle M ausüben, welche der Geraden SM am 
nächsten liegen. 

Da jeder zur Zeit tj von 8 aus gestörte Punkt auf einer kugel- 
förmigen Wellenfläche um S liegt, so genügt es, den Einfluss der- 
jenigen Punkte auf die Bewegung von M zur späteren Zeit t zu 
untersuchen, welche auf irgend einer solchen Wellenfläche liegen. 
Es sei p der Halbmesser der letzteren, SM = e, und wenn N den 
Durchschnitt der Kugelfläche mit der Geraden SM bezeichnet, NM=s. 
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Wir denken uns die Wellenfläche derart in Zonen getheilt, dass die 

erste, zweite, ... n-te Zone 

alle Punkte enthält, welche von M aus in Entfernungen zwischen 

s und s + -5- , 



5 + - und s + V > 



s + — 2" A und s + y A 




Fig. 101. 

liegen. Bezeichnet dann r„ den Radius des am weitesten von N 
entfernten Grenzkreises der w-ten Zone, so haben wir 

(1) 



Yq' - r„« ± y(s + -^- l} - r„^ 




Fig. 102. 

worin das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem unsere 
Wellenfläche die Gerade SM ausserhalb oder innerhalb der Strecke 
SM schneidet. Durch Quadriren folgt 

(s + -f x} - rn' = e'-2eVQ' - rj + q'-t,', 



Vq' - rr? = 



e' + Q'-{s+-^ l) 



2e 



und da hiernach 



l/p2-r^_i = 



e^ + 9^-{s+'^^) 



26 
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80 erhält man durch Subtraction des vorletzten Ausdrucks yom 
letzten die Dicke der n-ten Zone 

(2) A_A(, + ii^,), 

und nebenbei die Gesammtdicke der n ersten Zonen 

(3) d, + d, + -'+dn''^^(s+'^)- 

Der Flächeninhalt der n-ten Zone drückt sich aus 

(4) Z, = 2«(,d„ = ^^ (s + -^pi X) . 

Die Flächen der (n — l)-ten und (w + l)-ten Zone sind dem- 
gemäss 

und allgemein hat man 

(5) z„«.^-4--±l. 

Da in homogenen isotropen Medien alle Flächen gleichmässig mit 
Punkten belegt sind, so können wir in (5) unter Z»— i, Z«, Zn^i 
auch die Anzahl der Punkte auf den Zonen n — 1 , w und w -j- 1 
verstehen. 

Von allen Punkten der betrachteten Wellenfläche können zur 
Zeit t Schwingungen bei M eintreffen, die aber von verschiedenen 
Richtungen und der verschiedenen Abgangszeiten oder zur&ckge- 
legten Entfernungen wegen auch von verschiedenen Phasen sind. 
Zu einer bestimmten Zeit ti (z. B. zur Zeit des Abgangs der von N 
eintreffenden Schwingung) sind alle Punkte der Wellenfläche in 
gleicher Schwingungsphase. Da nun die Schwingungen von zwei 

aufeinander folgenden Zonengrenzen um — verschiedene Wege zu- 
rückzulegen haben, womit auch die Abgangszeiten gleichzeitig bei 

X T 

M eintreffender Schwingungen um - = differiren, so sind die- 

selben von entgegengesetzten Phasen, während die Amplituden und 
Schwingungsgeraden der Kleinheit der k wegen nicht merklich von 
einander abweichen. Ebenso lässt sich jedem der Zn Punkte auf 

z z 

Zone n nach (5) ein Punkt von """^ oder ""^^ zuweisen, welcher 

(abgesehen von verschwindend kleinen Grössen) eine Schwingung 
gleicher Schwingungsgeraden und entgegengesetzter Phase nach M 
sendend, zufolge Aufgabe 113 den Einfluss des ersteren Punktes auf- 
hebt. Damit bleiben als uncompensirt nur übrig die Einwirken 
der Punkte unmittelbar bei der Geraden SM, was zu beweisen war. 



- 297 — 



Aufgabe 117. Elnfaehe Scliwingnngen isotroper KSrper. 

Nach § 91. 

Es soll die allgemeine Bewegungsgleichung isotroper Körper 
A. 78, (7) 

/i\ S'«» iG — e .- 
(1) W ^^'^' 

auf den Fall einfacher Schwingungen angewandt werden. 
Nach § 91 hat man für einfache Schwingungen 



CO 

den 

dx 

3(0 

dy 
d(o 

TT 



--j-q COS (rl), 
-{';;)' ßr cos (rl), 



Hieraus folgen mit Rücksicht auf § 91, (7) — (9) 



(2) 



(2t 

3t 

3^(0 

3x^ 

3^ 
3y 






a'o) 



Durch Addition der drei letzten Gleichungen entsteht 

(3) A^cD = (^)% cos (rO, 

und schliesslich aus (1) mit (2) (3) 



(4) 



_-i/2^^ 



Dies ist also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit aller durch (1) 
bestimmten einfachen Schwingungen in isotropen Körpern. Da für 
Schwingungen ohne Dilatation die Gleichung (1) gegenstandslos 
wird^ so sind wir nur auf die Fortpflanzungsgeschwindigkeit von 
Longitadinalschwingungen gekommen (§ 99). 
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Aufgabe 118. VerscliicbuBgsarbeit durch einfache Schwinganj;en 

isotroper Körper. Nach § 91. 

Die von einfachen Schwingungen isotroper Körper herrührende 
Verschiebungsarbeit auszudrücken. 

Nach § 65 haben wir für beliebige isotrope Korper die Ver- 
schiebungsarbeit 

(1) D—J9dK, 

worin das Integral sich auf alle Körperelemente bezieht und 

t 

(2) d^ = G9—fpda 



die specifische Verschiebungsarbeit bei m (a;, y, s) bedeutet, mit 

(3) = «.« + y,' + ^.* + ^'-"-^^l^--'^ ' 

Für einfache Schwingungen folgt aus (3) mit den Bezeichnungen 
und Verschiebungsausdrücken des § 91 

(4) & - i±^l^ (^i-)\\ 
während nach § 91, (14) die Dilatation 

(5) CO = T- q cos (r?). 

Speciell für Trans Versalschwingungen hat man mit cos (rl) = 0, 

und für beliebige einfache Schwingungen, wenn P den specifischen 
Druck im anfänglichen ungestörten Zustande bedeutet, der Eiufluss 
der Temperaturänderung aber ausser Betracht bleibt, nach § 65, (17) 

' ^ = (^ (® + ^') _ Po 

= G [-J-) - ^ ^ q+-j^Pq cos {rl). 

Diese Gleichung führt bei Transversalschwingungen wieder auf (6) 
und liefert für Longitudinalschwingungen mit cos (rl) = 1 

(8) ^ = G {fj »I- + ¥ Pa. 

Für P = (feste Körper) ist also die specifische Verschiebungs- 
arbeit an jeder Stelle und damit auch die ganze Verschiebungsarbeit 
der Longitudinalschwingungen gerade dreimal so gross, wie diejenige 
der Trans Versalschwingungen, vorausgesetzt, dass ein Einfluss der 



(7) 
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Temperaturänderungen nicht in Betracht kommt. Die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten beider Arten Schwingungen stehen nach § 99, (11) 

im Verhältniss ]/3 : 1* 

Gehen wir für P = von den Erfahrungsformeln für feste 
Körper aus, so bleiben die Gleichungen (1) — (6) ungeändert, während 
nach § 65, (13) an Stelle von (6) tritt 

(9) ^ = G(e + ^)^G {^y I [l + --1-, cos^ (rl)] , 

woraus für Transversalschwingungen wieder (6) und für Longitu- 
dinalschwingungen 

(10) ^ = G (^y i=i ,« 

folgt, sodass die Verschiebungsarbeiten für Longitudinalschwingungen 
und Transversalschwingungen nun im Verhältniss 

fi — 2 

stehen, während das Verhältniss der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten 
nach § 99, (7) 



V 



2j^:l 



ist. Für £ = 4 ergeben sich wieder die oben berechneten Werthe. 
Bei isotropen festen Körpern verhalten sich die Verschiebimgsarbeiten 
longitvdinaler und transversaler Schtvingungen wie die Quadrate der 
betreffenden Fortpflanzungsgeschwindiglceiten, Der Satz gilt auch, wenn 
wir adiabatische Zustandsänderungen an Stelle der isothermischen 
annehmen, in welchem Falle in (10) rechts der Factor h hinzutritt 
(§ 100). 

Aufgabe 119. Verschiebungsgeschwindigkeiten einfacher 

Schwingungen. Nach § 91. 

Es sollen die Verschiebungsgeschwindigkeiten angegeben wer- 
den, welche den in § 91 ausgedrückten Verschiebungen entsprechen. 

Die Coordinatengeschwindigkeiten Uj v, w der Oscillation eines 
Theilchens der Anfangslage Xy y, z zur Zeit t sind durch § 91, (10) 
bestimmt. Da nun 



(1) 



r == a sin -y- {et — ax — ßy — yz — 6), 
q= a cos — {et — ax -— ßy — yz — V), 



so folgen aus § 91, (10) oder (12) 
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(2) 



du /2»V dv /2»\» 



^ 

du 



C 

d 






d 

dv 



at; /2«\« 



w 

cz 



Hieraus oder aus § 91, (13) entstehen weiter 
ld*u /25r\» , c*v /2«\» , d*w 

/2«\»«, a't> /2«\*/« ^'w 



(3) 



dy* 



a«tt /2»\» j a«t) /2«\» , a*» 



(t)VVc3. 



Die Dilatationsgeschwindigkeit zur Zeit f ergibt sich 



(4) 



du j^ dv i dto 



^x ' ^y ^^ 8^ 
und deren Differentialquotienten 



i^) er cos (rt) , 



(5) 



f dg /2«\3 , ,v 



ap 



Die Gleichungen (3) aber liefern 

A«t« =— i^) (pcq, 



(6) 






Aus vorstehenden Beziehungen können für Potentialschwingungen 
und Schwingungen ohne Dilatation dieselben Schlüsse gezogen wer- 
den wie in § 91. 

* 

Aufgabe 120. Potentiale einfaeher Longitndlnalscliwiiigangeii. 

Nach § 92, 

Die Potentiale der Verrückungen und Verschiebungen für ein- 
fache Longitudinalschwingungen anzugeben. 

Dass Longitudinalschwingungen eine Potentialbewegung bilden, 
ist in § 91 bewiesen. Lassen wir nun die positive Richtung r der 
Elongationen mit der Fortpflanzungsrichtung l - übereinstimmen^ so 
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ergibt § 30, (1) wegeu 9? = «, ;t = ^, ^ = y mit § 91, (5) (7) für 
das Potential der Verrückungen 

= a sin -^ {et — ax — ßy — y» -{-h) {adx + ßdy + ydz). 

Das Verrückungspotential ist also bis auf eine willkürliche Con- 
stante, die gleich Null gesetzt werden kann, 

F= — — aco9-^{ct— ax — ßy — yis -^-b) 

(1) { 

Dagegen ist das Verschiebungspotential nach § 31 bis auf eine 
willkürliche Constante die Normalverschiebung 

(2) w„ = jrq cos^ (In) = a cos* (In). 



Aufgabe 121. Spannungen durch einfache Schwingungen. 

Nach § 92. 

Die von einfachen Schwingungen allein herrührenden Span- 
nungen isotroper Körper abzuleiten. 

N^ch § 92 ist die durch einfache Schwingungen erzeugte Glei- 
tung zweier beliebiger Richtungen w, s bei m (x, y, z) 

gna =^ Y^Q L^os (In) cos (rs) -j- cos (Is) cos (r«)J , 

worin l die Richtung der Fortpflanzung durch m und r die Rich- 
tung der positiven Elongationen von m bedeutet. Demnach liefern 
uns die nach der Erfahrung und unserer ersten theoretischen Ab- 
leitung gültigen Formeln für Potentialspannungen des § 49 für ein 
Flächenelement in beliebiger anfanglicher Normalenrichtung n die 
Spannungscomponente in jeder Richtung s 



— p cos (ns) = Ng, 
und beispielsweise die Normalspannung mit s = n 



(1) 



49r 



(2) Nn=^ — r ^^ ^^^ ^^^^ ^^® ^^^^ — ^* 

Aus (1) folgen mjt s = a;, y, ^ und den Bezeichnungen § 91, (1) (3) 
die Componenten der Totalspannung Rn in den Richtungen ^, y^ z 



(3) 
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y„ = — ^ Gq \x cos {hl) + /S cos (rw)] — j) cos (ny), 
Z„ = -' Gq I ^ cos (/w) + y cos (ni)J — p cos (mj?), 



woraus wieder mit w = ic, y, je? 

X, = — -^ Gqa^—p, Xy = - ^* Gj (9?/? + a;|r); 

(4) { r, = - '^ Gg^;c -1>, i^' = - Y G^ff (Z^ + ßt), 

Z, = — " Gqyif — p, Z^ = — " 6?3 (^a + yg)). 

Handelt es sich nun lediglich um diejenigen Spannungen, welche 
durch die Elongationen von den Gleichgewichtslagen zur Zeit t be- 
dingt sind, so hat man für beliebige isotrope Korper mit § 91, (14) 
nach der ersten theoretischen Ableitung § 57 

;5) P = ^Gq cos (rT) , 

und nach der Erfahrungsformel A. 59, (7) 

(6) p = j^ Y Gq cos (rt). 

Will man jedoch diejenigen Spannungen mit berücksichtigen, welche 
von der bis zur Zeit t entstandenen (infolge der Schwingungen oder 
aus anderen Ursachen) Temperaturänderung t und eventuell auch 
von der Anfangsspannung P herrühren (für feste Körper P = 0), 
so hat man nach § 57 

(7) j, = p + Jt + ^' Gq cos (r?), 

und nach A. 59, (7) 

(8) p = P-^JT + y^^GqcoB(rt). 

Ganz wie in Aufgabe 109 übt die Temperaturanderung zwar einen 
Einfluss auf die Gleichgewichtslagen aus, ohne aber die Schwin- 
gungsgesetze zu modificiren. 

Für Longitudinalschwingungen haben wir, wenn die positive 
Elongation r der Richtung l entsprechend gewählt wird, mit r = Z 



(9) 



Sn = — r ^^ ^^^ ('**) ^^^ (^^) — P ^^^ (^^)» 

-Nn = ^- Gq cos^ {In) — p, 

Jnr n^l, s±l, Ä« = 0. 
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Die Wellenflächen werden nur von Normalspannungen afficirt (§ 100). 
Auch die Gleichungen (3) — (8) vereinfachen sich; in (3) (4) hat 
man a = g), ß = i^ y = ^» Für Trans Versalschwingungen ist 
cos {rT) = 0, womit nach (5) (6) auch p verschwindet. 

um die Spannungen auf Grund der zweiten theoretischen Ab- 
leitung zu erhalten, entnehmen wir aus § 92 

Sn = ^ g cos {In) cos (rs), w, = ^- q cos {Is) cos {rn), 

womit nach § 58, (14) die allgemeine Spannungscomponente 

8n = T ^^ ^^^ C^) ^^® (^^) 

2« r "I 

+ — Hq I cos {In) cos {rs) — cos {Is) cos {rn)\ — p cos (ws), 
oder dem ersten dort gegebenen Ausdrucke zufolge 

Sn = ^ Hq I cos (In) cos {rs) + cos {Is) cos (rn)J 



(10) 



(11) 



+ (P + J't) -v- q cos {In) cos {rs) — p cos (ws). 



l 

Hierin ist 26r = 2fl' — P — Jr und von den Elongationen allein 
herrührend 

(12) p = ^Hq cos (rt), 

und einschliesslich des Beitrags der Anfangsspannungen und Tem- 
peraturänderung 

(13) p=^P + Jt + ^Hq cos (rl). 

Wir können nun S» ganz wie oben specialisiren, für die Normal- 
spannung ergibt (10) wieder die Formel (2). 

Aufgabe 122. Allgemeinste Lösung einer Schwingnngsgleicliaiig. 

Nach § 93. 

Für parallel der x-'Axe fortgepflanzte Schwingungen sei 



2 



worin (^ eine Constante, r die Elongation und also 

die Oscillationsgeschwindigkeit bezeichnen. Die allgemeinste Lösung 
von (1), sowie die Bedeutung von c abzuleiten. 

Eine Particularlösung von (1) ist bei geeigneten constanten «, ß 
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womit 

sodass (1) zwischeu a und /) die Beziehung verlangt 
Daher sind Losungen 

unter m, n willkürliche Constante verstanden ; es sind femer Losungen 
die Summen beliebig vieler Glieder 

und bildet die allgemeine Losung 

(3) r =2'^^"^"^* +2'»»^~''^"- 
Die Oscillationsgeschwindigkeit wird damit 

(4) r — acl^^^"^"'" -^ne^'-^'^^], 

und die beiden letzten Gleichungen zeigen, dass man sich die resul- 
tirende Schwingung im Allgemeinen durch Uebereinanderlagerung einer 
Anzahl von Einzelschwingungen entstanden denken kann. Die ver- 
fugbaren Constanten in (3) (4) sind durch den gegebenen Zustand 
zu irgend einer Zeit und sonstige Bedingungen bestimmt. 
Zur Erleichterung der Discussion mögen gesetzt werden 

(5) j 

womit sich ausdrücken 

r = q> {x -^ et) -{- if{x — et), 

v = ac 1 9 (a? + et) — if{x — ct)j . 

Die Form der Functionen 9, ^ wird bekannt, sobald r, v für den 
Beginn oder irgend einen Augenblick der Bewegung gegeben sind. 
Rechnen wir die t von diesem Zeitpunkte an, so seien 

(7) für ^ = 0, r = F(x), v^G (x). 

Dann folgen aus (6) für ^ = 

und man hat in (6) für beliebige t 



'V^e(x-co« = ^ (a? — et), 



(6) 
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tp(x + ct) = ^ F{x + ct) + -^G{x + et), 

^{x-ct)=\ F{x ^ct)---^G{x- et). 

Betrachten wir nun lediglich die Bewegung, welche von der zur 
Zeit ^ = vorhandenen Störung auf einer bestimmten Strecke 5 
herrührt. Dann entsprechen den Punkten x^ dieser Strecke 

für ^ = 0, r = 9? {x^ + ^ (^«)> 

während für alle ausserhalb s gelegenen Punkte x die r gleich Null 
zu setzen sind. Der so gegebene Anfangszustand lässt sich auf zwei 
andere zurückführen, womit auch der dadurch bedingte Zustand zu 
späterer Zeit aus zwei Theilbewegungen resultirt. Die erste der- 
selben liefert mit ^ = 

für ^ = 0, n = 9^ ipc^y 

„ t = t, r^ = ^>{?o» + ct)y 

die zweite mit tp = 

für^ = 0, r2 = V(a^.); 

,; * = ^ r^ = V {Xs — et). 

Wird q> (Xg) durch eine Curve dargestellt, so stellt 

(p (Xs + cO = 9^ (x) 
genau die gleiche Curve dar, nur dass entsprechende Abscissen jetzt 
um et grösser sind. Ebenso liefert 

^ (Xs — et) = f (x) 

dieselbe Curve wie ^ (Xg) mit um et kleineren Abscissen entsprechen- 
der n Die erste Curve ist also in der Zeit t um c^ in der Richtung 
X, die zweite in derselben Zeit um et in der Richtung — x fort- 




-j> 



Fig. 103. 

gerückt, es stellt e die Portpflanzungsgeschwindigkeit der betrach- 
teten Schwingungen dar. Weil nun v^y Vg ^^<^^ (6) durch die 
Ausdrücke für r^, r^ mitbestimmt sind, so können wir aussprechen: 
Jede Störung auf einer Strecke s erzeugt zwei Wellenbewegungen^ welche 
sich mit eonstanter Geschwindigkeit c und constanter Störungsstreeke s 
nach beiden Seiten fortpflanzen. 

Wir haben oben die Function 9), ^ durch die Gleichungen (5) 
eingeführt und es konnte danach scheinen, dass (1) denselben spe- 
cielle Formen vorschreibt. Es lässt sich jedoch sofort zeigen, dass 
wir in der Lösung (6) unter g), f ganz beliebige Functionen von 

W>YnAUCH, Aufgaben znr Theorie elast. KArper. 20 



<( 
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x + et und X — et zu verstehen haben. Für solche ergeben sich 
mit den abkürzenden Bezeichnungen 

u ^= X + cty fv '^ X — et 

die partiellen Dififerentialquotienten 

dr _dr^ du j. dr die (dr _ ^\ 

dr dr du , dr_ dw^ dr^ i dr_ 

I '7^^ ;)/». ^ ;)•# I ;?*« ' 



dx du dx "^ dw dx du "^ dw 



und weiter 



c^r 

dt 



it* °^^ Vau* "T" ao;«/' 

womit Gleichung (1) genügt wird. 



Aufgabe 123. Bereclmuiig der Sehallgesehwindigkeit. Nach § 95. 

Es soll die Fortpflanzungsgeschwindigkeit longitudinaler Schwin- 
gungen beliebiger Körper unter der Voraussetzung abgeleitet wer- 
den, dass die Schwingungen lediglich durch Spannungen normal den 
Wellenflächen bedingt und von Verrückungen senkrecht zur Fort- 
pflanzungsrichtung unabhängig sind. 

Wir fassen die Spannungen und Verrückungen als Functionen 
des Orts der zugehörigen Flächenelemente und Korperpunkte im 
anfänglichen ungestörten Zustjande auf und haben dann nach § 61, 
(1) (10) bei m {x, y, z) 

dx^ . dx,. . dx, 



dx dx, fdH y\ 



ox 

Legt man die x-Ane parallel der Fortpflanzungsrichtung oder senk- 
rect der Wellenfläche durch m, so folgt nach der Voraussetzung 
mit Xr = — p für Schwingungen um die Gleichgewichtslagen 

\^) "dx^^dt^' 

worin fi die anfängliche specifische Masse und S die augenblickliche 
Elongation eines Theilchens bei m bedeuten. Wegen iy = J = ist 
die Dilatation bei m nach § 32^ (8) 

(2) »=.|i. 

Wenn nun für gleichzeitige Aenderungen von p und cd 

(3) P-fip), e = l^ 
gesetzt wird, so können wir die Beziehung (1) schreiben 
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oder auch 

Beim Punkte der anfäuglichen Lage x + dx, y, z sind zur Zeit 
t -{- dt die Elongation und Dilatation 

Wählen wir nun dx = c dt, unter c die Portpflanzungsgeschwindig- 
keit verstanden, und setzen voraus, dass sich die Schwingungen auf 
die Länge dx ungeschwächt fortpflanzen, so herrscht zur Zeit t'\-dt 
bei X -^ dx derselbe Zustand, wie zur Zeit t bei x^ es entstehen 

woraus 



= — C -ö — = — CO, -TTT- = — C 



dt dx "'"' dt dx ^ 

Der Vergleich von (5) mit (4) liefert die Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit 

(6) «-I/-7, 

oder, wenn V das specifische Volumen bedeutet, mit 



0) '* = -^' ^-Tr^'- 

(8) c=l/-^F«^. 

Dieselbe Formel hat sich in § 94 für Flüssigkeiten ergeben und ist 
in §§ 95, 96 auf Gase, Dämpfe und tropfbare Flüssigkeiten ange- 
wendet worden. Das Verhältniss e und der Differentialquotient in 

(8) entsprechen einer adiabatischen Zustandsänderung. Für Gase 
beispielsweise erhält man mit 

die bekannte Formel 

(9) c = Ykjfr = ykg'RT. 

Zu beachten ist, dass Formel (6) (8) hier nicht, wie in § 94, den 
Druck j) nach allen Seiten gleich gross voraussetzt. In Aufgabe 124 
folgt eine Anwendung auf feste Körper. 

20* 
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Da Gleichung (5) von der in Aufgabe 122 untersuchten Form 
ist, so gilt auch die dort gegebene Losung und wir hätten schon 
aus dieser schliessen können , dass ^^ >» — e: fi das Quadrat der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist. Schliesslich sei erwähnt; dass 
(1) (4) und alle Consequenzen dieser Gleichung nicht auf isotrope 
Körper beschränkt sind, sondern immer dann eintreten , wenn die 
Fortpflanzung längs einer Elasticitätsaxe stattfindet (Drähte, Walz- 
eisen u. s. w.). 

Aufgabe 124. Schallgeschwindigkeit in festen Körpern. 

Nach § 95, 

Es soll aus der in Aufgabe 123 gefundenen Formel (6) die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit longitudinaler Schwingungen in festen 
Körpern abgeleitet werden. 

Die fragliche Formel lautet 

(1) e=j/r| „.it e^l^, 

wobei der Differentialquotient einer adiabatischen Zustandsänderung 
entspricht. Bei Ableitung dieser Formel wurde angenommen, dass 
die Schwingungen lediglich durch Spannungen senkrecht den Wellen- 
flächen bedingt und nicht mit Bewegungen senkrecht den Wellen- 
flächen verbunden sind. Für feste Körper trifft dies nicht zu; hier 
ruft eine Kraft in bestimmter Richtung auch Bewegungen der Körper- 
punkte senkrecht zu dieser Richtung hervor, wie z. B. durch Zug 
in der Längsrichtung eines Stabes eine Contraction der Querschnitte 
erfolgt (§ 47). Sollen also Longitudinalschwingungen allein ent- 
stehen, so müssen neben den Spannungen senkrecht den Wellen- 
flächen noch andere Kräfte wirken, durch welche die sonst auf- 
tretenden Seitenbewegungen verhindert werden. Da jedoch obige 
Formel auf feste Körper angewandt werden soll, so müssen wir die 
ihr zu Grunde liegende Anschauung beibehalten und consequenter 
Weise annehmen, dass die Dilatation eines zwischen zwei unendlich 
benachbarten Wellenflächen liegenden prismatischen Körperelements 
lediglich von einer Aenderung X der anfänglichen Länge l herrührt, 
sodass 

(2) rfo = -p- = y, ^=n^' 

Nun hat man nach § 81, (15), worin — 6 dem jetzigen p entspricht, 

^ = («^ ~ I ) ^' 
und hieraus 



— Sog- 
es) e=^E{«lp^-l), 

der Differentialquotieut betriflft wieder eine adiabatische Zustands- 
änderung. 

Bei Vernaclilässigung der die Schwingungen begleitenden Teni- 
peraturänderungen wird e = — E und damit aus (1) 



(4) c^V^f- 



Dies ist die gewöhnlich verwendete Formel für die Schallgeschwin- 
digkeit in festen Körpern; sie kann nach obiger Darstellung als 
Näherungsformel gelten, während sich in § 99 bei schärferem Vor- 
gehen ergab 

l/~öW 

Um auch die Temperaturänderung zu berücksichtigen, ent- 
nehmen wir aus A. 103, (17) für adiabatische Zustandsänderungen 
eines nur in der Längsrichtung gezogenen oder gedrückten Stabes 

von der Länge l 

dp Cp E 



dX c, l 



worin Cp, Ci die specifischen Wärmen bei constantem p und con- 
stantem l bedeuten. Damit wird nach (2) 

(5) e=--^E, 



"i 



und Gleichung (1) liefert 



In § 100 erhielten wir genauer 

unter Cp die specifische Wärme bei constantem Volumen verstanden. 
Die Ableitungen der beiden letzten Aufgaben mit geringer 
Modification gab der Verfasser in Wiedemann's Annalen d. Phys. 
und Chemie, 1884, IL 

Aufgabe 125. üeber Schwingungen prismatischer Stäbe und 

Flüssigkeitssänlen. Nach § 97. 

Die Grundgleichungen elastischer Schwingungen unter der Vor- 
aussetzung für prismatische isotrope Stäbe und Flüssigkeitssäulen 
zu specialisiren, dass die Punkte, welche im ungestörten Zustande 
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auf einem ebenen Querschnitte liegen^ sich gleichzeitig in gleicher 
Schwingungsphase befinden. 

Da die Grundgleichungen för Schwingungen beliebiger isotroper 
Korper diejenigen für Flüssigkeiten als speciellen Fall enthalten, so 
gehen wir von ersteren aus. Es ist darin die Dilatation 

^~ dx '^ dy"^ dt~' 
und für 2*^= |, iy, {; 

Legen wir die x-Axe parallel der Prismenaxe, dann liefern di(*se 
Gleichungen fär den Fall unserer Aufgabe 

-N dj cm c*i cm cm ^ 

^ ^ dx ^ ex ex* ' cy cz * 

(2) A*|-0, A», = -&, A«5-0, 

und es folgen aus § 97, (8) die Grundgleichungen 



ex* * ey* ' ez* 



(3) 



et* ^ ex* ' 
et* cy' 

C fc ^__ ^2 ^ * 






worin als Bezeichnungen gelten 



(4) c-1/^'. C-l/|- 

Nach (3) sind für Flüssigkeiten wegen G = 0, (7=0 nur Lon- 
gitudinalschwingungen der angenommenen Art möglich, während 
bei sonstigem isotropen Material die Schwingungen aus Longitu- 
dinalschwingungen der Gleichungen 

und Transversalschwingungen der Gleichungen 

(6) is^=^iä' "=o, 

zusammengesetzt sein können, wenn für letztere Beziehung die y- Axe 
parallel den Elongationen gelegt wird. Mit den hier betrachteten 
Schwingungen hat man zum Beispiel im Falle des § 91 zu than, 
wenn ein Prisma al^egrenzt wird, dessen Axe mit einer Fortpflan- 
zungsrichtimg { zusammenfallt, wahrend der Qaerschnitt unendlich 
klein ist. 
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Von Interesse ist nun die Frage, welche der angenommenen 
Schwingungen in isotropen Prismen auftreten können, wenn die 
Mantelfläche frei oder nur durch normale Kräfte beansprucht ist. 
Da die S, ij, f von x allein abhängen, so sind ihre Diflferential- 
quotienten nach y, z gleich Null und 

as dn dt 

dx ^ dx ^ dx 

für alle Punkte eines Querschnitts gleich gross. Dies setzt aber an 
der Mantelfläche Transversalspannungen 

voraus, wenn nicht ij, g verschwinden, womit nur Longitudinal- 
schwingungen übrig bleiben. Die Querschwingungen von Saiten 
beispielsweise lassen sich also nicht nach obigen Gleichungen be- 
urtheilen. 

Aufgabe 126. Einfache Schwingungen reibender Flüssigkeiten. 

Nach § 98. 

Es soll festgestellt werden, welche Wellen einfacher Schwin- 
gungen die Bewegungsgleichungen reibender Flüssigkeiten zulassen. 

Werden die Componenten u, v, tv der Oscillationsgeschwindig- 
keit genügend klein vorausgesetzt (§ 92) und kommen äussere 
Massenkräfte nicht in Betracht, dann lauten die Bewegungs- 
gleichungen reibender Flüssigkeiten nach § 64 

v{^'«+]:-)-&-''4f. 

worin q die Dilatationsgeschwindigkeit bedeutet. Für einfache 
Schwingungen hat man mit der Bezeichnung 

(2) G=l^ff^^' «^ 

nach § 91 und Aufgabe 119 

/"A«« '^GA'ri, 
/•A*M; = (?A*g, 



T 


r 


1 






f 
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Mit diesen Ausdracken und § 91; (11) gehen obige Gleichungen in 
die folgenden f£lr einfache Schwingungen gültigen über 



(3) 



dV 






dy / oy ~ dt* 

f 



6? (A«g + 4---) - 4L == ^ 1^ 
^ \ ^ ^ cz f dz ^ et 



Hierin ist G nach (1) bei einem bestimmten Punkte m von der 
Schwingungspbase abhängig ^ sein Mittel werth zwischen beliebigen 
Elongationen r^y r findet sich unter Beachtung von § 91, (9) 



r r 

(4) G^^f^-JÄ-dt^fj^ 



Die Gleichungen (3) stimmen der Form nach genau mit den 
zu Anfang des § 96 für beliebige isotrope Körper angesetzten über- 
ein, sie haben also auch die aus letzteren in § 97 abgeleiteten 
Losungen (welche nebenbei in ähnlicher Weise wie dort aus (1) 
hervorgehen). Demnach würden in reibenden Flüssigkeiten Longi- 
tudinalschwingungen und Transversalschwingungen mit den Ge- 
schwindigkeiten 

fortgepflanzt. Diese Grossen sind nun mit G von der Schwingungs- 
phase abhängig. Da jedoch die Beziehungen für einfache Schwin- 
gungen nur die mittleren Fortpflanzungsgeschwindigkeiten im Auge 
haben (welche der Beobachtung allein zugänglich sind); so hat man 
auch in (5) den Mittelwerth von G für eine ganze Schwingung zu 
verwenden. Derselbe findet sich aus (4) mit r = r^ 

Daher werden Transversalschwingungen gar nicht und Longitudinal- 
schwingungen wie in vollkommenen Flüssigkeiten fortgepflanzt, was 
die Erfahrung bestätigt. 

Aufgabe 127. Das Problem der schwingenden Saiten. Nach § 100. 

Eine vollkommen biegsame Saite sei durch eine in der anfäng- 
lichen Axe wirkende Kraft H gezogen und mit beiden Enden der- 
art festgehalten^ dass Bewegungen senkrecht zur Axe an diesen 
Stellen ausgeschlossen sind. Die Saite werde auf irgend eine Weise 
aus der Gleichgewichtslage entfernt und dann sich selbst und der 



— 313 - 

Einwirkung von R überlassen. Die Gesetze der entstehenden Quer- 
schwingungen abzuleiten. 

Wir wählen ein rechtwinkliges Coordinatensystem, dessen a;-Axe 
in die anfängliche Saitenaxe fällt, während der Ursprung der Coor- 
dinaten an einem Ende der Saite liegt* und für das andere Ende 
x=l ist. Es handelt sich dann um die Schwingungen der Saiten- 
punkte senkrecht zur x-Axe, sagen wir in der ajy-Ebene. Nach 
A. 34, (4) oder A. 131, (8) lautet die Grundgleichung 

Da dieselbe von der in Aufgabe 122 betrachteten Form ist, so 
haben wir als allgemeine Losung 

(2) ij = q>{X'\-ct)'\-ilj(x — et), 
worin 

(3) c^Vw 

die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Störungen bedeutet. Die 
Form der vorläufig willkürlichen Functionen 9?, ^ hängt vom An- 
fangszustande und sonstigen Bedingungen der Aufgabe ab. 

Im vorliegenden Falle muss j/ f Qr a; = zu jeder Zeit t ver- 
schwinden. Diese Bedingung erfüllen für jedes constante u 

sin a (a; — " et) + sin a (a; + et) = 28in ax cos a et, 
cos a(x — et) — cos a (x -{- et) = 2sin ax sin aet, 

und ebenso bei beliebigen constanten -4, B 

y = sin ax \A cos aet -{- B sma c^J . 

Da aber y auch für ic == ? gleich Null sein soll, so muss a der Form 

rme 
a = 



l 

entsprechen, unter m irgend eine ganze Zahl verstanden. Die 
Gleichung hat also unendlich viele Particularlösungen von der Form 

(4) ym = sin y tcx \Am cos y Ä c< + Bm sin y :r C^J , 
deren jeder eine Oscillationsgeschwindigkeit 

(5) Vm = -öy = -j-^e sin y ^x Bm cos y Ä c^ — -4ot sm y :r c^ 

angehört, während y^, die Elongation bedeutet. 

So lange nicht einzelne Particularlösungen durch die Bedin- 
gungen der Aufgabe ausgeschlossen sind, entsprechen sämmtliche 
ymj Vm mit m = 1, 2, 3, • cx) gleichzeitig möglichen Schwingungs- 
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zoständen^ wahrend die resultirende Schwingung jedes Punktes x 
durch die Yollstandige Losung 



v-^y 



(6) 



» ^, sin -. nx ^Äm cos -, xct -}- B„, sin -^^ 3rc^J, 



V =^. V«« *= "f ^^ ®^° 7 ^^ L^'" cos ^ jcct — ^TO sin y äc^J 
1 1 



bestimmt ist. Der Wegfall von Gliedern dieser Reihen zeigt sich 
an dem Verschwinden der entsprechenden Am, B^* Ist das Glied 
m s= 1 nicht gleich Null, so wiederholen sich die Schwingungs- 
phasen aller Punkte a; in Zeitintervallen T,, bestimmt durch 

21 



CO 



%cT^ = 2nl^ 



T,= 



21 



V'S- 



Sind jedoch beispielsweise nur diejenigen Glieder von Null verschie- 
den, för welche m ein ganzes Vielfaches von e ist, so entspricht 
m BS e dem ersten Gliede und die Schwingungsdauer ergibt sich aus 



(8) 



encT^ = 2%lf 






Die Coefficienten Amj An aller y„,, t\« lassen sich bestimmen, 
wenn die resultirendeu Elongationen und Geschwindigkeiten y, v für 
irgend einen Zeitpunkt gegeben sind. Rechnen wir von diesem aus 
die ty so hat man dann nach (6) 

/ OB 

(y)/=o =^^m sin ^%x = F (x), 



(^) 



oo 



(r)f=o = '^^.m sin Y *x = G (x). 



Da aber nach Ableitung von Lagrange oder Fourier für < a; < Z 

j 



f(x) =^, Cm sin Y *^ mit C« = y / /*(ar) sin ^ 






so folgen für beliebige m 



(10) 



-4w = , / F(x) sin -y- Äa; • rfa;, 



I 

2 / tn 

-ö« = ::r::7^ / G^ (^) sin ^ «a; • rfa:. 
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Die Ämf Bm lassen sieh übrigens leicht direct ableiten. Es 
handle sich um ihre Werthe für m = ^. Man hat bei beliebigem m 
i 



/™ 



m 



2 / sin y nx sin -y nx, • dx 







= / cos , ^ nx • dx 



i 



-ß 



COS — ^ 7CX ' dx 



l 







l sin {m — fi)n 
n in — ft 



l sin {in-\- p)it 



und hiernach 



(11) 



für m^ fi 



2 / sin -y- Jtx sin -^ nx » dx = 0^ 







„ m = fi 






m 



2 / sin Y 7tx sin y ä;j? • rfa; = Z. 







m 



Multiplicirt man nun die Gleichungen (9) mit 2 sin y tcx • fZa; und 
integrirt von bis l^ so entstehen die Beziehungen 

2 I F(x) sin ^%x ' dx 



= ^Äm ( / COS — Y^ nx' dx — 1 cos — y-^ nx • dajj = lA^y 



2 I 0(x) sin Y ^X' dx 



i 



= ^^,mBm( I cos — f-^TCX-dX-— I COB^^^^j^7tX'dx) = fl7tcBi^y 



oo gelten und also 



l 



welche für jedes fi der Reihe 1, 2, • • m. 
mit (10) übereinstimmen. 

Nach der Interpretation der Akustik entspricht jede Particular- 
lösung ffm, Vm einem einfachen Tone, mit m = 1 erhalten wir den 
Grundton, mit w = 2, 3, . . die zugehörigen Obertöne, der Ton vom 
Index m heisst der m^ Ton. Die Schwingungsdauer und Schwin- 
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gungszahl des m^" Tones ergeben sich nach (4) (5) aus tnjtc Tm=^ 2x1 
und Jn = 1 

Die Höhe der Schwingungszahl bestimmt die Höhe des Tones, die 
Grösse der Schwingungsamplituden die Stärke desselben. Für eine 
bestimmte Saite stehen die Schwingungszahlen des Grundtons und 
der Obertöne im Verhältnisse 1 : 2 : 3 . . : m . .; die entsprechenden 
Töne bilden eine sogenannte harmonische Tonreihe ^ deren tiefster 
der Grundton ist. Seine Schwingungszahl ist 

also proportional der Spannung pro Quadrateinheit Querschnitt, 
umgekehrt proportional der Länge und specifischen Masse oder Dich- 
tigkeit der Saite. Da bei einer vorhandenen Saite JP, Z, fi gegeben 
sind, so bat das Stimmen durch Anziehen und Nachlassen zu er- 
folgen. Die Schwingungszahlen der musikalisch gut brauchbaren 
Töne liegen zwischen 40 und 4000, diejenigen der überhaupt wahr- 
nehmbaren zwischen 20 bis 38 000. Der Klang einer Saite, wie 
jedes andern tönenden Körpers, ist der Gesammteindruck ihrer gleich- 
zeitig hörbaren Töne. Die Stärkey HöJie und Farbe des Klanges sind 
durch die Grösse der Amplituden, die Schwingungszahl des tiefsten 
Tones und die Verbindungen desselben mit Obertönen bedingt. Das 
menschliche Ohr besitzt die Fähigkeit, den Klang eines tönenden 
Körpers in seine Partialtöne zu zerlegen, doch erfordert dies Uebung; 
am deutlichsten ist der tiefste Ton hörbar, welchem eben die grösste 
Amplitude zukommt. Umfassenden Aufschluss über alle diese Fragen 
findet man in HelmholtZj Lehre von den Tonempfindungen als psy- 
chologische Grundlage für die Theorie der Musik, Braunschweig, 
3. Auflage 1870. 

Für den dem i»*®" Tone entsprechenden Schwingungszustand 
hat man nach (4) (5) zu jeder Zeit t 

die Elongation y = für sin y äo? = 0, 



m 



Grenz werthe von y „ sin -|- äo? = + 1, 

das heisst es existiren 

Knotenpunkte bei x = — , — , — , • • • L 

X»- 1 l 37 6? 2w— 1 , 
i5aucne ,, x = - — , — — , - — , • • • — L 

unter Bäuchen Wellenberge und Wellenthäler verstanden, welche 
zu bestimmter Zeit bei vorstehenden x alterniren und sich bei jeder 
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dieser Abscissen mit der Zeit ablösen. Für alle Saitenpunkte x 
haben wir gleichzeitig 

ym = 0, wenn Am cos y jr c^ + ^m sin -y- ;r c^ = 0, 



(14) 



Vm = 0, ,, Am sin -y ^ct — B^ cos -p jr c^ == 0. 



Es entspricht also jedem einfachen Tone eine stehende Wellen- 
bewegung, deren Knotenpunkte beim m^°^ Tone die Grenzpunkte der 
m einander gleichen Strecken bilden, in welche die Saitenlänge l 



2.TotK 



Fig. 104. 

zerlegt werden kann, während die Bäuche in den Mitten dieser 

Strecken liegen. Bezeichnet man die in Intervallen von -^ auf- 
einander folgenden Zeiten der Gleichgewichtspassagen und Grenz- 
elongationen durch % und ^a, so folgen aus (14) 

B m m 

(15) -T- '='^z-f'xcta= -— cot Y^^h) 

m 

und damit bei beliebigem x die Grenzwerthe von y nach (4) 

(16) ya = sm -J-7CX sin y 7t x, 

008 -y- n ct^ cos -y ^ C*o 

sowie die Grenzwerthe von v nach (5) 

(17) Vo=j-n;cya. 

Speciell bei den Bäuchen hat man 

A^ B^ 

(18) y« = - 



cos — ^^^a ^^® -y ^c*o 

Die ya lassen sich mit Rücksicht auf (15) noch anders ausdrücken, 
der Absolutwerth von ya ist die Amplitude der Querschwingungen 
bei X. 

Hat die Saite zur Zeit ^ = ihre Schwingungen mit der Ge- 
schwindigkeit begonnen, oder überhaupt zu dieser Zeit überall 
die Geschwindigkeit Null gehabt, dann muss (6) für f «= bei be- 
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liebigem x den Werth t; = liefern, was nur möglich ist, wenn 
alle Bm verschwinden und demnach wird 



(19) 



y "=» ^, Am sm , jcxcos , jcct. 
1 



l 



l 



Hat sie ihre Schwingungen zur Zeit f <» aus der Gleichgewichts- 
lage begonnen oder überhaupt zu dieser Zeit in allen Punkten die 
Gleichgewichtslage eingenommen, dann muss (6) für t = bei be- 
liebigem X den Werth y =» ergeben, was erfordert, dass alle Am 
verschwinden, womit wir erhalten 



oo 



(20) 



y ^^ -Om sm -f nx sin y « f f. 



Je nach den sonstigen Bedingungen des Anfangszustandes können 
noch besondere Kategorien der Amt Bm und damit die entsprechen- 
den Tone wegfallen. 

Beispiel. Es sei die Saite durch einen Stifk aus der Gleich- 
gewichtslage gezogen worden, bis sie nach zwei bei x ^ a, y ^=1) 
zusammenhängenden geraden Linien geformt war. Die Coefficienten 
Arn, Bm der mit dem Loslassen entstehenden Schwingungen anzu- 
geben. 

Da die Saite ihre Schwingungen ohne Geschwindigkeit beginnt, 
so sind alle Bm gleich Null. Da femer zur Zeit ^ «» 



für a:<a 



„ x>a 



y = -x =F(x), 



l — X , 

y = b 



Fix), 




Fig. 106. 

80 liefert (10) zur Verwendung in (19) 



a < 

/x sin ~ nx ' dx + ti w / ( 







(21) 



. 26Z' . ffi 



Hiernach ist A», = und fällt der m^ Ton fort für 



a = 



2; 
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I» ' w ' I» ' 



m — 1 
m 



l 



Ferner fallen bei bestimmtem a diejenigen Am und zugehörigen 
Töne weg, für welche 
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l 2Z 3Z 

a ' a ' a ' 



ganze Zahlen sind, speciell für a = — also die Töne 

m = 2, 4, 6, • • • 
In diesem letzteren Falle haben wir nach (21) (19) 

^cLm, — ~" « i sm ~ • 
Sb r . n n , 1 • 3« 3« , 

y = — ö- Sin -T- a? cos ^ c^ — — sm -7- a; cos -^^ er 
^ w* L i l 9 1 l 

, 1 . OTT OTT , 1 

+ 26 ^'" T * <^°' T ''^ J' 

und verhalten sich die grössten Amplituden (bei den Bäuchen) der 
vorhandenen Töne 

1, 3, 5, • • m • • 

.11 1 

Selbstverständlich muss der Grundton noch mehr als sonst über- 
wiegen, wenn der ihm in der Stärke nächststehende nicht auftritt. 

Beispiel. Welche Form muss die Saite zur Zeit ^ = haben, 
wenn ohne Geschwindigkeit zu dieser Zeit durch Loslassen nur der 
Ton m ^= fb entstehen soll? 

Die verlängte Form der Saite ist bestimmt durch die Gleichung 

für ^ = y =i 6 sin y Äa; = F (x). 

Wir haben dann für beliebige m 

i 

Am = ~r f sm -^ nx sm ~ 7CX ' dx, 




und mit Bücksicht auf (11) 

während alle übrigen Am verschwinden. Da nun der anfänglichen 
Geschwindigkeit Null wegen auch alle Bm gleich Null sind, so 
erhält man 

y s=ss & sin -y Äa? cos ^ 7cct = y^i. 

Die Bewegungsgesetze der Saiten sind von Galilei, Newton, 
Taylor, Euler, Daniel Bernotilli u. Anderen behandelt worden. Die 
Darstellung Bernoulli's findet man in Miemann's partiellen DifiFeren- 
tialgleichungen, Braunschweig 1869, eine Integrationsmethode der 
Gleichung (1) von d'Alemhert in Schell' s Theorie der Bewegung und 
der Kräfte, Leipzig 1870. Die oben befolgte neuere Integrations- 
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methode ist auf Fourier zurückzuführen. Weitere Beispiele für die 
Ableitung der Am, B^ (Anschlag der Saite durch einen harten Stift 
und elastischen Hammer) gibt HelmhoUZy Lehre von den Tonempfin- 
düngen^ Braunschweig 1870. 

Aufgabe 128. Längsschwingingen von Stäben nnd Saiten. 

Nach § 100. 

Die Gesetze der Längsschwingungen gerader prismatischer Stäbe 
unter der Voraussetzung abzuleiten^ dass alle im ungestörten Zu- 
stande auf einem ebenen Querschnitte liegenden Punkte sich gleich- 
zeitig in gleicher Schwingungsphase befinden. 

Als Längsschwingungen von Stäben bezeichnet man Schwin- 
gungen^ welche parallel der Stabaxe erfolgen. Man nimmt an, dass 
die Töne; welche bei Saiten und Stäben durch Beiben in der Längs- 
richtung entstehen, der gemachten Voraussetzung entsprechen. Wird 
die x-kxQ parallel der Stabaxe gelegt, so besteht nach Aufgabe 125 
die Grundgleichung 

^^^ dt* ^ dx*' 

worin mit k = Cpi c^ 

Da Gleichung (1) von der in Aufgabe 122 betrachteten Form ist, 
so lautet die allgemeine Lösung 

(3) i = (p(x + ct) + i^(x- et), 

und bedeutet c die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Störungen, 
welche wir nach Aufgabe 124 im vorliegenden Falle consequenter 
und wohl nicht weniger genau mit Jc^b CpiCi setzen können 



(4) c_l/| 



E. 



Sollen die Temperaturänderungen ausser Acht bleiben, so hat man 
in (2) (4) Ä = 1 zu verwenden. Die Form der vorläufig willkür- 
lichen Functionen qp, ^ hängt vom Anfangszustande und sonstigen 
Bedingungen der Aufgabe ab. Das Vorgehen bei Ermittelung der 
Lösung und die Interpretation entsprechen ganz dem in Aufgabe 127 
gezeigten Verfahren, weshalb wir uns hier kürzer fassen können. 
Der resultirende Schwingungszustand jedes Punktes 



(5) I =2'l.«, « =^ 
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entsteht wieder durch Uebereinanderlagerung aller mit m = 1, 2, • • oo 
möglichen, einfachen Tönen entsprechenden Schwingungen. Es ge- 
nügt also ^m, Wyn auszudrückeu. l möge die Stablänge bedeuten. 

a) Beide Enden festliegend. Ist der Stab oder die Saite an 
beiden Enden derart festgehalten, dass Bewegungen in den Längs- 
richtungen daselbst ausgeschlossen sind, und wird der Ursprung der 
Coordinaten ans eine Stabende gelegt, so muss zu jeder Zeit t 

(§) 1 = für x = und x = l 

sein, wir erhalten 

• w r. m aiTi'Wi .1 

i = Sm y 7CX \Am cos y Ä CP + ±>m Sm y Jt Ctj , 



(7) 



u 



m 



= y m sin y Äo; \Bm cos -jnct — Am sm y :r c ^J . 



Da diese Lösung mit derjenigen in Aufgabe 127 übereinstimmt, so 
entspricht, wie dort, jedem einfachen Tone eine stehende Wellen- 
bewegung, deren Knotenpunkte an beide Stabenden und in die 
Grenzpunkte der m gleichen Strecken fallen, in welche sich die 
Länge l theilen lässt. Die Bäuche liegen in den Mitten dieser 
Strecken. Schwingungsdauer und Schwingungszahl des m*®" Tones 

(8) - '' 



T = 



n 



21 



also des Grundtons 



(9) 



22 



T,=^- = mTm, 



*^i ~ 2Z ~ m 



Diese letzteren Werthe gelten auch für den resultirenden Klang g, 
wenn der Grundton m = 1 vorhanden ist. 
Sind gegeben für ^ = 

{ 00 

(|>=o =^Am sin ^7cx = F(x), 



(10) 



oo 



{u)t=Q=^^y,mBm siny ;ra; == G(x)y 



so gelten zur Bestimmung der Coefficienten Amf -Bm die in Auf- 
gabe 127 gefundenen Gleichungen 

i 



(11) 



i-m 



-/ 



m 



F(x) sin y itX'dx, 



l 



\ 



Bm = / Cr (x) sin ^ Ttx • äx. 

mite f ^ ^ l 



Weyrauch, Aufgaben zur Theorie elast. Körper. 



21 
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Nach (4) (8) und A. 127, (3) 12) stehen die Fortpflanzungsgeachwin- 
digkeiten der Längs- und Querschwingungen der Saiten, sowie die 
Schwingungszahlen des m**' Tones im Yerhältniss 

Diese Beziehung hat sich bei Versuchen von Cagniard de Latour 
und Wertheim bestätigt. 

b) Ein Ende festliegend, das andere frei. Der Stab sei nun 
einerseits wie oben festgehalten^ wahrend das andere Ende in der 
Längsrichtung frei beweglich ist. Wir legen den Ursprung der Co- 
ordinaten ans feste Stabende und haben dann zu jeder Zeit t 

(12) S — für fl; = 0, g| = für 4: = Z, 

letztere Beziehung mit Bücksicht auf A. 34, (3) oder A. 65, (1). 
Diesen Bedingungen genügt die Losung 

Im = Sin — Yi — ^^ L"^"» ^^^ " ii — ^ ^^ 

+ B„, sm — —^ — 7cct\, 

nc 2m — 1 . 2m — 1 V-r, 2m — 1 
Wm = -] 2 ®'" — ¥1 ^^ L^"» ^^^ — 27 ^^^ 

. . 2m— 1 ."1 

— Am sm — 2= — Ä ct\ . 
Auch hier entspricht jeder Losung ^m eine stehelade Wellenbewegung, 

2 m — — 1 

deren Knotenpunkte für sin — r^ — - nx = 0, das heisst für 

n 2^ 47 m-i ^, 

eintreten, während die Bäuche bei — ^ — jra; = + 1 oder 

^~2m— 1^, 3w — 1> 2m — 1'*"^ 
liegen. Schwingungsdauer und Schwingungszahl des m^^ Tons 

und speciell des Grundtons mit m = 1 

(15) T, =~ = (2m-l)r., n, =;^= '''« 



(13) 



c ^ "" *^-'«' "1 47 2m — 1 
Die Schwingungszahl des Grundtons ist also halb so gross, wie im 
vorigen Falle. Die Werthe (15) gelten auch für die resultirende 
Lösung S, wenn die P^rticularlösung w = 1 auftritt. 
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Sind wieder gegeben für ^ *« 

2m — 1 



(16) 



ao 



(g)/=o = y", Am sin 



21 



7tX = F (x), 



00 



/ X 7CC ^T2m — 1 -n 

{ujt^o = -r^, — 2 — ■^'" ^^^ 



2m — 1 
2? 



ytX = G (iC), 



SO finden sich ganz wie in Aufgabe 127 



(17) 



Ä 



m 



^ / n / \ ' 2m — 1 j 

= y # F (X) Sin — x^ — XX • aa:, 







jB«i = 



(2m— 1) 



ITcJ ^ 





G {x) sin — ^^^ — nx'dx. 



c) Beide Enden frei. Der Fall, dass beide Stabenden in der 
Längsrichtung frei beweglich sind, ist von geringerem Interesse, als 
die schon behandelten Fälle , da die entsprechenden Schwingungen 
wohl kaum realisirbar sind. Legt man den Ursprung der Coordi- 
naten in einen Endquerschnitt^ so gilt zu jeder Zeit t 



(18) 



ü 

dx 



= für X = und x = l 



Wir erhalten die Lösung 

1^ = cos Y ^^ r^"^ ^^^ -jnct '\' Bm sin y jt ct\ , 

«;„ = -y- m cos Y XX \Bja cos -j %ct — Am sm y ^ ctj . 



(19) 



Jedem einfachen Tone entspricht eine stehende Wellenbewegung, 



m 



deren Knotenpunkte mit cos -j-^OD = bei 



X = 



2 m 



l 

IL 
2m ' 



2m^ 
m 



2m— 1 
2m 



liegen, während die Bäuche für cos y Jta; = + 1 bei 



a? = 0, 



m 



2i 
m 



, • • • Z 



eintreten. Schwingungsdauer und Schwingungszahl des m*®" Tons 
und speciell des Grundtons sind, wie im Falle a) durch (8) (9) be- 
stimmt. Die Werthe (9) gelten bei Vorhandensein des Grundtons 
auch für die resultirende Bewegung. 

21* 
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Sind gegeben fUr die Zeit t^^O 



(20) 



({),=o =^A„, cos ^ n:x^F (x), 
i 

<o 

{u)t^o =» -f^ w Bn, COS ^j-nx = G (x), 



so liefert ein Vergleich mit der Fofirier" sehen Reihe 



f (x) «=^ Cm cos ^ nx, worin C^ 
die Coefficienten in (19) 



- r/«^ 



m 



) cos ,- TCX'dx, 



(21) 



Am'^ -f I F{x) cos Y nx'dxy 



B 



m 



/G (x) cos ^ ÄX • dx. 



Diese Werthe hätten sich^ ähnlich wie in Aufgabe 127, auch direct 
ableiten lassen. 

Beispiel. Für einen beiderseits festgespannten Golddraht von 
0,938 m Länge, 0,00422 m Dicke und 18035 kg specifischem Ge- 
wichte fand Wertheim mittelst des Sonometers die Schwingungszahl 
992,2. Die Schwingungsdauer, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
und den Elasticitätsmodul anzugeben. 

Für die Schwingungsdauer hat man 

^1 = i "= w ^^"''^*' 

für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit nach (9) 

c = 2Zni = 2 . 0,938 • 992,2 = 1861,4 m, 

und für den Elasticitätsmodul pro qcm bei Vernachlässigung der 
Temperaturänderungen nach (4) mit (9) 

£ _ 4^ ,. „.. _ tüi?^?^«!?:!! = 687 080 kg. 

In dieser Weise haben unter Anderen Wertheim den Elasti- 
citätsmodul (Ann. de Chim. et de Phys. Ser. III, 1. 12) und Wertheitny 
Chladni (die Akustik, Leipzig 1802) und M(iss<m (PoggendorflF's 
Annalen Bd. 103) die Schallgeschwindigkeit von Metallen bestimmt. 
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Aufgabe 129. Schwingungen von Flttssigkeitssäulen in Röhren. 

Pfeifen. Nach § 100. 

Die Gesetze der Schwingunge^ prismatischer Flüssigkeitssäulen 
unter der Voraussetzung anzugeben, dass alle im ungestörten Zu- 
stande auf einem Schnitte senkrecht zur Säulenaxe liegenden Punkte 
sich gleichzeitig in gleicher Schwingungsphase befinden. 

Wir legen die a;-Axe parallel der Säulenaxe. Nach Aufgabe 125 
werden in der Richtung der letzteren nur Lougitudinalschwingungen 
der Gleichung 

fortgepflanzt, worin für beliebige Flüssigkeiten 

(2) _ ^ '^-V^' 
und beispielsweise für Gase 

(3) c = Yk^^ = VkiET. 

Näheres hierüber und bezüglich der speciellen Ausdrücke von c für 
Dämpfe und tropfbare Flüssigkeiten siehe §§ 95, 96. 

Da Gleichung (1) von der in Aufgabe 122 untersuchten Form 
ist, so haben wir wieder als allgemeine Lösung 

(4) g = (|P (^ + et) + ^ (^ - et), 

und bedeutet c die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Störungen. 
Lösungen der Form (4) gibt es im Allgemeinen unendlich viele. 
Der resultirende Scnwingungszustand entsteht durch Uebereinander- 
lagerung aller gleichzeitig möglichen einfachen Schwingungen, ist 
also durch 



00 oo 

Um 



(5) I =^lm, « =2^ 

1 1 

bestimmt. Die Form der Functionen g), ^ hängt von den speciellen 
Bedingungen der Aufgabe ab. Wir wollen einige Fälle betrachten. 
Dabei möge l die Rohrlänge bedeuten. 

a) Beide Enden geschlossen. Ist die Röhre an beiden Enden 
durch feste Querwände begrenzt und legen wir den Ursprung der 
Coordinaten in eine derselben, so muss zu jeder Zeit t sein 

(6) g = p für x = und x = l 

Die GrundgleichuYig (1) und die Grenzbedingungen (6) stimmen ge- 
nau mit denjenigen für Fall a) der vorigen Aufgabe tiberein. Es 
gilt also auch die dort gegebene Lösung. 
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b) Ein Ende geschlossen, das andere offen. Ursprung der Coor- 
dinaten am geschlossenen Ende. Man nimmt dann an (siehe unten) 

f 5 = für x = 0, 

0) L_»6 



= „ a; = Z. 

ex " 

Die Grundgleichung und Grenzbedingungen entsprechen dem in Auf- 
gabe 128 behandelten Falle b) und es gilt die dort gegebene Losung, 
c) Beide Enden offen. Wir legen den Ursprung der Coordinaten 
an das eine Ende imd haben dann zu jeder Zeit t 

(8) || = für • a: = und a: = I. 

Grundgleichung und Grenzbedingungen entsprechen dem in der 
vorigen Aufgabe betrachteten Falle c) und es gilt die dort ge- 
gebene Lösung. 

Die Theorie der Schwingungen von Luftsäulen in Rohren wurde 
zuerst von Daniel Bemotdli und Euler behandelt. Beide , sowie 
Lagrange und zahlreiche andere Autoren nahmen an^ dass die Schwin- 
gungsphase für alle Punkte eines Querschnitts die gleiche sei, dass 
für feste Wände die Geschwindigkeit u «» und für offene Enden 
die Condensation o ^^0 bestehe. Indem wir an Stelle letzterer An- 
nahmen die gleichbedeutenden 5«=0,cd= — (y«=sO setzten und statt 
der hydrodynamischen Grundgleichungen von Eulcr die Gleichungen 
des § 93 zum Ausgangspunkte wählten, wurde das Problem mit 
dem der Longitudinalschwingungen von Stäben identisch. Eine all- 
gemeinere Untersuchung der Schwingimgen von Luftsäulen in Rohren 
mit offenen Enden unter Voraussetzung eines Geschwindigkeits- 
potentials auf Grund der Euler'schen Gleichungen lieferte ffelmholtz 
in Crelle's Journal, Bd. 57, 1860, dabei anerkennend, dass die auf 
den gewohnlichen Annahmen beruhende Theorie der Wahrheit sehr 
nahe kommt (um so mehr, je kleiner der Querschnitt der Rohre im 
Vergleiche zur Länge ist). Man sehe auch die Behandlung in 
Kirchhoff s Vorlesungen über mathematische Physik, L Mechanik, 
Leipzig 1877. 

Aufgabe 130. TorsionsschwiBgungen you Stäben. Nach § 100. 

Ein prismatischer Stab sei bei einem Endquerschnitt derart 
festgespannt, dass die dem letzteren anliegenden Flächenelemente 
keine Drehung um die Stabaxe vornehmen können. Es sollen für 
den Fall isotropen Materials die Gesetze von Schwingungen ange- 
geben werden, bei welchen alle anfänglich auf einem beliebigen 
Querschnitte gelegenen Eorperpunkte gleiche Centriwinkel 9 um 
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die Äxe und von dem Quersclinittsorte unabhängige Wege parallel 
derselben zurücklegen. 

Wir legen die is-Axe in die Stabaxe, die Axen der w, y in die 
anfangliche Ebene des Einspannungsquerschnitts und haben dann 
nach A. 81, (1) (3) für genügend kleine q> 

(1) g= yy, ri^tpx, ^ = f{x,y), 

(2) A^6 = ^y|^, ^'^ = ^^. A^g = AY, 

während die Dilatation oj = ist. Durch Substitution der drei 
letzten Ausdrücke in die Grundgleichungen § 97, (3) für Schwin- 
gungen isotroper Körper entstehen 

— X— ^ 



dt^ (i dz* ' 

AV: 



^n G ,2 



dt' {i 

Jede der zwei ersten Gleichungen liefert mit Rücksicht auf (1) die 
Grundgleichung für Torsionsschwingungen 

/Q\ 0^ G^ d^ 

^^^ dt* ~ II dz* ' 

während die dritte Gleichung 

^^ dt* ~ fi \dx* ^ ~dy*} 

den mit den Torsionsschwingungen verbundenen Längsschwingungen 

entspricht. Die letzteren sind für alle Querschnitte dieselben. 

Da Gleichung (3) von der in Aufgabe 122 betrachteten Form 
ist, so haben wir als allgemeine Lösung 

(5) 9? = ;,; (a: + et) + ^(x — et), 

unter %, ^ irgend welche von den speciellen Bedingungen des Falles 
abhängige Functionen ihrer Argumente verstanden. Es bedeutet ferner 

(6) c - yi 

die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Störungen, welche diejenige 
einfacher Transversalschwingungen in isotropen Körpern ist (§ 99). 
Der resultirende Schwingungszustand entsteht wieder durch Ueber- 
einanderlagerun galler gleichzeitig möglichen einfachen Schwingungen 
des Gesetzes (o), wir wollen sie, wie in den bisherigen Fällen, als 
Töne bezeichnen. Ist Qm die dem m^^ Tone entsprechende und q 
die resultirende Winkelgeschwindigkeit bei Zj so hat man 



00 



(7) <P =^9'm, 9 =" "äf ^2 



^ tn 
l" 
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(8) 



Speoieller Fall. Wir betrachten hier den Fall, dass das nicht 
festgespannte Stabende vom Beginn der Schwingungen an yollstäu- 
dig frei ist (während in Aufgabe 111 eine fremde Masse daran be- 
festigt war). Es sind dann Grenzbedingungen 

r für j^ = 9? = 0, 

'dz 

Da die Form der Grundgleichung und Grenzbedingungen mit den 
entsprechenden Beziehungen für Fall b) der Aufgabe 128 überein- 
stimmty so lautet die m^ Lösung 

( . 2fM — 1 r . 2m— 1 , , u . 2w — 1 .1 

I Vm = sin 21 ^^ L"^"* ^^® — W ^ ^^ + ^»* ^^ — 2r" ^ J ^ 

(9)' 



w 



Sf 



l 



0. 






1 . 2w— 1 Pt» 2w— 1 . - . 2m— 1 ^"1 

- sm g, ggjg^i^^cos 2^ nct — -4,„8m- ^y— äc^J. 

Auch die Knotenpunkte, Bäuche und Schwingungszahlen sind ganz 
wie im Falle b) der vorletzten Aufgabe bestimmt. Für die Schwin- 
gungszahl Um und Schwingungsdauer T^ des m^^ Tones hat man 
beispielsweise 

(10) n. = -^^y- = ^. 

Sind gegeben für die Zeit ^ = 



(11) 



(9>=o 



CO 

-2 

1 



j, , 2m — 1 Ti / \ 

Am sm —^,— 7tz = F (z), 



QO 



21 



/ V nc ^T 2 m — 1 T^ . 2m — 1 ^, / x 

(p>=o = -y^ ~2 — -Sm sm — -^— 7CZ = G {z), 



dann hat man nach A. 128, (17) 



(12) 



A 



m 



2 / XT/ \ • 2m-— 1 , 







5 



m 



^/; 

(2m— l)wc/ 



22 



G (is) sin '^ , ÄjS • djBf. 



Hatte der Stab zur Zeit ^ = überall die Winkelgeschwindigkeit 
Null, so müssen nach (11) alle Bm verschwinden, und waren zu jener 
Zeit alle g) gleich Null, so verschwinden alle Coefficienten A^- 

Der Stab sei beispielsweise durch irgend welche Kräfte ver- 
dreht und nach Eintritt des Gleichgewichts zur Zeit ^ = sich 
selbst überlassen worden. Dann verschwinden die Bm und ist nach 
A. 81, (4) 
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(13) (,<p),=.o =- F (z) = »g, 

wenn d' den anfänglichen Torsions winkel, das Iieisst q> für 3 = 1, 
bedeutet. Nach (12) erhält man 



(— 1)'" il» 



(16) 



/'iÄ\ A 2«- / . 2m — 1 , 

(14) A» = — y^Sin-^y-7r^.(?^=-^2m-l)« n^ > 



die Schwingungen sind damit vollständig bestimmt. Wir haben für 

den Grundtgn 

/-^v S^-e- , 2wi — 1 2wi — 1 . 

(lo) tp^ = --^- sm -- 2j— ^z cos —2^- 3r c^, 

und für die resultirende Schwingung 

l SZ-O- l . n « . 1.3« 37r . 

9^ = -n^- l«^^ ^ ^ ^^S -^y C^ - y sm -p- ^ COS ^ C^ 

l + -25- «^'^ IT ^ ^<'' 2J- '^^ )• 

Der Absolutwerth von A,a stellt die Amplitude der Schwingungen 
des wi^^ Tones bei den Bäuchen dar. 

Nach (10) und A. 128, (14) ist das Verhältniss der Schwin- 
gungszahlen des einerseits eingespannten und andererseits freien 
Stabes für Longitudinal- und Torsionsschwingungen 

K)i_-,/;^_(f> 

In § 59 ergab sich j? : G = • - , sodass abgesehen von dem ge- 
ringen Temperatureinflusse 

(n„»),:(n,),=]/| = 1,5811 

wäre. Beobachtungen für w = 1 von Chladni (Poisson, Traite de 
Mecanique, II. ed. Paris 1833), Savart (Saint-Venant in Comptes 
rendus t. XXVIII) und Wertheim (Ann. de Chim. et de Phys. Ser. III, 
t. XXV) ergaben 1,5, bezw. 1,6668 und 1,6309, also im Mittel 1,5992. 

Aufgabe 131. Grandgleichnng für Qnerschwingnngen von Stäben 

und Saiten. Nach § 100. 

Ein Stab mit anfänglich gerader Schwerpunktsaxe, durch welche 
eine Symmetrieebene geht, sei durch eine in jener Axe wirkende 
Kraft H gezogen (H positiv) oder gedrückt (H negativ). Der Stab 
werde auf beliebige Art in Schwingungen versetzt, bei welchen die 
Stabaxe in der Stäbebene bleibt, während senkrecht zur anfänglichen 
Axe beliebige äussere Eräfie P^, P2, . . in der Stabebene wirken. 
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Es soll die DiiFereutialgleichung der fraglichen Schwingungen unter 
den Voraussetzungen der ^at;ier'8chen Biegungsformel abgeleitet 
werden. 

üeber die Berechtigung der jVat;ier'schen Biegungsformel haben 
wir uns am Schlüsse der Aufgabe 45 geäussert. Für den Fall^ dass 
eine Axialkraft H und gleichmässige Temperaturänderungen für je 
einen ganzen Querschnitt zu berücksichtigen sind, wurde die Formel 
in Aufgabe 56 abgeleitet. Man wähle nun ein rechtwinkliges Co- 
ordinatensystem in der Stabebene, dessen Ursprung in einem der 
Axpunkte liegt, während die ^-Axe parallel der anfänglichen Stab- 
axe liegt. Die Coordinaten x^ y seien auf die Punkte der schliess- 
lichen Stabaxe bezogen. Dann gelten die Gleichungen der Aufgabe 51, 
deren Bezeichnungen wir beibehalten. Die zu irgend einer Zeit 
wirkenden äusseren Kräfte erzeugen für den Querschnitt x ein 
Moment 

X 

(1) M,'^M+Ax-Uy-'^P(x — ä), 



und eine Kraft senkrecht zu x 

X 

(2) V.^A- ^P. 



Im Falle des Gleichgewichts würde das AngrifiFsmoment Mx dem 
Momente der widerstehenden Kräfte genau gleich und also nach 
Aufgabe 56 



M.^'-Ee 



d'y 



sein, wenn E den Elasticitätsmodul und ® das Trägheitsmoment 
des Querschnitts hinsichtlich der Axschicht bedeuten. Beim Hinzu- 
treten von Schwingungen hat man 

(3) M, E@^-\-m,, 

unter nix den auf die Schwingungen verwendeten Theil des AugriflFs- 
moments Mx verstanden. 

Aus Gleichung (1) folgen 



(4) 



und aus (3) 



(5) 



^^x _ -jr ^y 

dx * dx^ 

X X YT •^ 

dx^ dx dx* ' 



^=_JE;0 --4- - 

dx dx^ ' dx 

d*M^ d*y d^m^ 

dx^ dx^ - dx* 



— 331 



Wir erhalten durch Gleichsetzen der Ausdrücke für den zweiten 
Dififerentialquotienten von Mx 



^^' =H ^'^ 



ES -.— ,- + 



^ ^ dx "^ dx* ^^ dx 

Fürs Gleichgewicht würde mit mx = sein 



dx^ 



OX 

Daher stellt 






dx' 



E® 



dx' 






— dx = o ^ dx 



dx 



dx' 




denjenigen Theil von -o — dx dar, welcher ^-^ ^^^ 

auf Bewegung des Stababschnitts zwischen den Querschnitten F 
bei X und x '\- dx in der Richtung der positiven Vx oder negativen y 
wirkt; wir erhalten, weil ^iFdx die Masse dieses Elements bedeutet, 



(7) 






dx' ~~ ^^ dt^ 
Mit (2) (7) aber folgt aus (6) die verlangte Grundgleichung 

X 



(8) 



d^y 



d'y 



d'y 



= ^-tTZJ — -E® ö-T + 



^■^ dt^ ~ -"^ dx^ ^^dx* ' dx 
In (8) hat man, wenn zwischen und x keine P angreifen, 







wenn keine äussere Kraft in der Längsrichtung wirkt 

wenn keine Biegungs widerstände auftreten 

= 0. 

■ 

Hätten wir bei anfänglich horizontaler Axe eine gleichmässig ver- 
theilte Last von q pro Längeneinheit des Stabes, wie sie schon das 

Eigengewicht darzustellen pflegt, so würde mit ^^ P = qx unsere 



Grundgleichung lauten 



^^ dr' ~ dx^ 



^®0 + 2- 



Die abgeleiteten Gleichungen gelten auch für Stäbe, welche in mehr 
als zwei Querschnitten senkrecht zur Axe gestützt sind (Saiten mit 
Steg, continuirliche Balken). 
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Aufgabe 132. Qaerschwingnngeii von Stäben und Saiten mit 

Biegang8widerständen. Nach § 100. 

Es soll die allgemeine Losung der in Aufgabe 131 gegebenen 
Differentialgleichung für Querschwingungen yon Stäben und Saiten 
unter der Voraussetzung ermittelt werden, dass nach Eintritt der 
Schwingungen neben den durch letztere bedingten Kräften nur eine 
äussere Kraft H in der anfänglichen Axe wirkt. Die Losung ist 
dann zur Bestimmung der Schwingungszahl und Schwingungsdauer 
der häufigst vorkommenden ungespannten {H =^ 0) und gespannten 
Stäbe zu verwenden. 

Die Grundgleichung für den vorliegenden Fall lautet 

worin das letzte Glied den Einfluss der Biegungswiderstände dar- 
stellt. Bei den Saiten der Aufgabe 127 nimmt man an, dass dies 
Glied gegen das vorhergehende vernachlässigt werden kann. Parti- 
cularlösungen von (1) sind, wie die Substitution lehrt, bei con- 
stauten n, a 

e"*cos2nÄ^, e"'sin2a*Ä<, (^"•''* cos 2nÄ^, e""'sin2MÄ^, 

wenn 

(2) AiiFn^%^ = E®a^— Ha% 
und bei constanten n, ß 

e?^^ cos 2» 7ii^ 0^** sin 2» ä^, g— /**• cos 2njtt, (r~<^** sin 2m ä^, 
wenn 

(3) 4iiFn^7C^ = ESß*^ + Hß^ 

gesetzt wird. Demnach sind auch Losungen die mit cos2n;rj und 
sin2n3r^ multiplicirten Grössen 

-. = sm ßx, -^ = cos ßx, 

und wir erhalten als allgemeine Lösung bei beliebigen Constanten 
A, B, C, D, 31, 83, 6, S) 

y = cos 2n %t [^e«* + Ber"' + C sin ßx + JD cos ßx'] 

+ sin 2nnt [Slc«^ + fSe-"' + 6 sin /Ja; + ® cos ßx], 
während die entsprechende Oscillationsgeschwindigkeit wird 

t; = — sin 2nnt lAe"^ + Be-«« + C sin ßx + D cos ßx] 

(5) i r , 

+ cos 2nxt [Sie«* + S8e-«* + 6 sin /Sa; + 3) cos ßxj. 



W 
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Solcher Lösungen können je nach den Werthen der auftretenden 
Constanten unendlich viele existiren. Der wirklich« Schwingungs- 
zustand des Stabes ist durch üebereinanderlagerung aller im ge- 
gebenen Falle möglichen Einzelschwingungen oder einfachen Töne 
(4) (5) bedingt 

(6) y =2^2/ . ^ =2^^; 

doch interessirt am meisten der Grundton, welchem die kleinste 
Schwingungszahl entspricht und gegen den die übrigen Töne zu- 
rücktreten. 

Die Schwingungsdauer T eines einfachen Tones folgt nach 
(4) (5) aus 

cos 2nit{t •\' T) = cos 2nnt, sin 2n7c(t -{- T) = sin 2nntj 

n ' 

wonach die Constante n die Schwingungszahl bedeutet Da aus (2) (3) 
für den Ton der Schwingungszahl n 



(7) 



2 _ g , l/_?!_ _L £11. A 2 2 



so erkennt man, dass a, ß sowohl für positive als negative H reell 
sind. Die Gleichungen (7) liefern noch 

(8) aß^2n«y^, ««_^« = ^, 

und speciell für ungespannte Stäbe hat man mit H =0 



(9) u-^ß = Y^4n^:c\ 

Hat der Stab zur Zeit ^ = seine Bewegung mit der Ge- 
schwindigkeit begonnen oder überhaupt zu jener Zeit in allen 
Punkten die Geschwindigkeit gehabt, dann muss (6) für ^ = 
bei jedem x den Werth v = liefern, was nur zutrifft, wenn alle 
Sl, 85, (S, S) verschwinden, die Einzelschwingungen also von der Form 

(10) y = cos 2nxt [-4e«« + £e-«^ + G sin ax + D cos ßx'\ 

sind. Hat dagegen der Stab zur Zeit ^ = seine Schwingungen 
aus der Gleichgewichtslage begonnen oder letztere überhaupt da^- 
mals überall eingenommen, dann muss (6) für ^ = bei beliebigem 
X auf y = führen, was erfordert, dass alle A, JS, C, 2) ver- 
schwinden, womit die Einzelschwingungen von der Form 

9 

(11) y = sin 2n7tt [sie«^ + S8e-«^ -f 6 sin ^a; -f 2) cos ßx] 



(12) 
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werden. Je nach den sonstigen Bedingungen der Aufgabe können 
auch bestimmte Kategorien der erwähnten Coefficienten wegfallen. 
Führen wir als Bezeichnungen ein 

' a = -4 cos 2»3r^ + Ä sin 2nxtj 
b ^^ B cos 2n:tt + 83 sin 2n%t, 
c ^^ C cos 2n7ct -}- 6 sin 2nxty 
d =^ D cos 2n7ct + ^ sin 2n%t. 

Dann gelten für beliebige Einzelschwingungen die Beziehungen 
y 8= ae"* + b(r ** + c sin ßx -^^ d cos ßx, 

^^^-^aaef"' — Iccer'" + cß cob ßx — dßsinßx, 
f-^- = aa^^'' + bcc^e-""^ — cß^ sin ßx — dß^ cos ßx, 

G HC 

j^ = aic^&" — htt*e~<" — c/J* cos ßx + d/J* sin /Sar, 



(13) 



worin speciell für ungespannte Stäbe /3 = a ist. Auf Grund dieser 
Gleichungen kann man die einem bestimmten Tone entsprechende 
Gestalt des Stabes zu beliebiger Zeit t untersuchen. Man hat z. B., 
wenn die a;-Axe von nun an in die anfangliche Stabaxe gelegt wird, 

Bedingung für Knoten y = 0, 

„ „ Bäuche "äf-^O, 

„ „ Wendepunkte -^-^ = 0. 

Wir gehen nun zur Bestimmung der Schwingungszahlen für die 
wichtigfiten Fälle über. Dabei soll der Ursprung der Coordinaten 
an einem Ende des Stabes liegen und { die Stablänge bezeichnen. 
a) üngespannter Stab mit einem festgeklemmten und einem frei 
schwebenden Ende. (Fig. 107.) Es sei ein Ende derart festgespannt, 
dass daselbst weder eine Bewegung parallel der y-Axe, noch eine 
Drehung in der xy-'Ebene möglich ist, während am anderen Ende 
beide Bewegungen frei eintreten können. Wird der Ursprung der 
Coordinaten an das feste Ende gelegt, so hat man zu jeder Zeit t 



(14) 



füra; = y = 0, jf = 0, 

f,a) — c dx^ ^' dx^ ^' 



die letzten beiden Bedingungen nach A. 131, (3) (4) wegen Mx =• 0, 
mx = 0, Fa; = 0. Die Gleichungen (13) liefern wegen H=0, ß = a 
und (14) mit x = 



woraus 
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a + 6 + c = 0, 
a — 6 + ^ = 0, 

2a = c + ^7 26 = c — d. 



I 



' tVJJ. 



Fig. 107. 

Mit X = l aber entstehen die Gleichungen 

ae"^ + her-"^ — c sin aZ — d cos al = 0, 
ae"' — fte"""' — ccos aZ + rfsin al = 0, 

deren Addition und Subtraction mit Rücksicht auf die darüber 
stehenden Ausdrücke ergibt 

a (j^^ + cos al) = b sin al, 
b (e~''^+ cos «Q = — - a sin aZ, 

woraus durch Multiplication 

(15) cos aZ = p-j r« 

Den Lösungen aZ dieser Gleichung entsprechen die möglichen ein- 
fachen Töne. Des negativen Vorzeichens wegen liegen die aZ im 
2ten^ 3ten^ 6*«n 7tea^ . . . Quadranten. Zu ihrer Berechnung kann man 

in (15) rechts erst einen Näherungswerth von al (etwa der Mitte 
oder einem der Enden des fraglichen Quadranten entsprechend) ein- 
führen, hiermit al berechnen^ diesen Werth wieder rechts einführen, 
ein genaueres al berechnen u. s. w., womit sich der Wahrheit be- 
liebig nahe kommen lässt. Nach der Berechnung von Seebeck erhält 
man für den 

Ton m = 1, 2, 3, 4, •••m: 

6m = ^ = 0,59686, 1,49418, 2,50025, 3,49999, • • • ?"" ~ ^ * 

Die Schwingungszahl und Schwingungsdauer des m?^ Tones sind 
nun nach (2) bestimmt durch die Gleichung 

(16) ^=-^yjF-^- 

Für den Grundton liefert dieselbe mit Sj == 0,59686 
, . 0,65958 T /Ee 1 

(17) «= — p—yw^-T' 

während schon vom zweiten oder doch dritten Tone an 
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(18) 



n 



- (^" -l V 



EG 



T 



gesetzt werden kann. 

b) üngespannter Stab mit frei drehbaren Enden. (Fig. 108 mit 
H =^ 0.) Der Stab sei nun an beiden Enden derart gehalten, dass 
daselbst keine Bewegung parallel der y-Axe erfolgen kann, die 
Drehung in der rry- Ebene aber frei ist. Dann gelten zu jeder Zeit t 



1' y ==. 

ex* ' 



(19) für a; — und z = ly y — 0, 

die letzte Gleichung zufolge A. 131, (3) wegen Jf^, = 0, w^y = 0. 
Die Gleichungen (13) ergeben mit /J = a für a: = 

a + 6 — d = 0, 



woraus 



d = 0, 



2) BS — a. 



'/ 



«C'iWMrt 



¥ 



JdlL 



Pig. 108. 



Hiermit entstehen für o; = 2 



ae"-^ — ae~"' + c sin «2 = 0, 
a6"' — üfT"^^ — c sin ai = 0, 



woraus 



a (f^ — 6^«0 «- 0, a = = 6, 

» 

c sin aZ >» 0. 

Da aber für c = überhaupt keine Schwingungen entständen, so 
muss sein 

(20) 



a 



mn 



worin m jede ganze Zahl von 1 bis oo vertreten kann. Für die 
Schwingungszahl n und die Schwingungsdauer T des m*®° Tones 
erhält man damit nach (2) 

(21) « = ^l/|| = 

also für den Grundton mit m = 1 



1 



(22) 



n 



n_ -\/ ES 1 



c) üngespannter Stab mit festgeklemmten Enden. (Fig. 109 mit 
H=0.) Sind beide Enden derart festgeklemmt, dass für sie weder 
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eine Bewegung parallel der y-Axe, noch eine Drehung in der xy 
Ebene möglich ist^ dann hat man zu jeder Zeit t 

dy 



(23) füra? = und ä: = i, y = 0, « 

Es ergeben sich aus (13) wegen ß s= a mit :r «= 

a + 6 + eZ = 0, 
a — 6 + c == 0, 



0. 



woraus 



— 2a = c + d, 



26 = c — d 



^ 



1 



'"t — . — _'.!:•'.'»■■ 



•mM« 



jT 



r 



Fig. 109. 

Für a; == ? entstehen 

«6"' + 6ö^"' + c sin aü + d cos ccl = 0, 
flfga« — 6e~"' + ccosaZ — rfsin al = 0. 

Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit a, so folgen durch 
Addition und Subtraction der zweiten mit Rücksicht auf die dar- 
über stehenden Ausdrücke 

c (sin al + cos ccl — 6"') = d (e"' -j- cos al — sin aZ), 

c (sin al — cos al + er-"^ = d (e^"' — cos al — sin aZ), 

woraus durch kreuzweise Multiplication 

(24) <5os «^ == 7rqr7=Tr 

Da der Cosinus positiv ist, so müssen die Lösungen al dieser Glei- 
chung im 1*®^, 4*®^, 5*®'^, 9*®°, . . Quadranten liegen. Dem ersten 
Quadranten entspricht al = 0, womit keine Schwingungen ent- 
stehen. Die erste Lösung für Schwingungen liegt im vierten 
Quadranten. Die Berechnung der al kann in analoger Weise, wie 
unter a) angegeben, erfolgen. Nach Seebeck erhält man für den 

Ton w = 1, 2, 3, mi 



al 



6m = - = 1,50562, 2,49975, 3,50001, 



• • * • 



2w+l 



n ' ' ' ' ' ' 2 

Für die Schwingungszahl und Schwingungsdauer des m*®° Tones 
hat man 



_nsl -t/ES _ 1 



(25) w 

und mindestens vom zweiten Tone an bis auf unmerkbare Diffe- 



renzen genau 

WsYBAUOH, Aufgaben zur Theorie elast. Körper. 



22 
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(26) n = [-^-~) -^ y -^ = -^. 

d) Gespannter Stab mit frei drehbaren Enden. (Fig. 108.) Es 
sei jetzt eine (positive oder negative) Axialkraffc H vorhanden, 
während die Stabenden der YorausBetzung unter b) entsprechen und 
also die Bedingung (19) gili Damit folgen aus (13) für o; = 

a + 6 + c = 0, 

aa^ + 6a* — dß* — 0, 
woraus 

d(a« + i3«) = 0, d = 0, b^'-a. 

Für a; = Z erhält man bei Berücksichtigung dieser Werthe 

aef^ — ae~"' -^ csiaßl = Oy 

ao?e' — aa^e-''' — cß^ sin ßl = 0, 

woraus durch Multiplication der ersten Gleichung mit ß und Addition 

a («« + ß^) if' - 6r-«0 = 0, a = = 6, 

c sin ßl = 0. 

Weil nun beim Verschwinden von ß überhaupt keine Schwingungen 
entständen^ so muss 

(27) ß^^ 

sein, unter m eine beliebige ganze Zahl verstanden. Es folgt da- 
mit aus (3) für die Schwingungszahl und Schwingungsdauer des 
m*^ Tones 

(28) n=2y V JF '^ JF ~' ~T^ 

und speciell für den Grundtou mit m = 1 



T 



(29) n = ^y--p,- + ^^-^. 

Bezeichnet man durch 

__m i/TH" 
^'^~ 21 V JF 

die Schwingungszahl des m*^^ Tones der in Aufgabe 127 behan- 
delten Saite ohne Biegungswiderstände, mit q) einen Corrections- 
factor für die letzteren, so hat man nach (28) 



n = ip^hn mit g) = |/ 1 + — j^ . 

Bezeichnet femer 

nm^ l/ EG 

die Schwingungszahl des ungespannten Stabes b) mit frei drehbaren 
Enden, dann liefert (28) für den jetzigen Fall 
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einer von Savart auch für Drähte mit eingeklemmten Enden ge- 
gebenen empirischen Regel entsprechend. Setzt man die Schwin- 
giingszahl w = 0, so liefert (28) 



— H=P=E& 



m*«' 



die bekannte Euler'sche Zerknickungsformel. 

e) Gespannter Stab mit festgeklemmten Enden. (Fig. 109.) Es 
sei schliesslich eine Axialkraft H vorhanden, während die Stabenden 
der Voraussetzung unter c) entsprechen, sodass die Bedingung (23) 
besteht. Wir erhalten aus (13) mit x = 

a + 6 + d =a 0, 

aa — ba -{- cß «^ 0, 
woraus 

— 2aa = c/5 + da, 26a = cß — da. 

Für a; = Z ergeben sich 

ae«' + 6^-«' -{- c sin ßl -^ d cos ßl = 0, 

aae^^ — hae-''^ + cß cos ßl — dß sin ßl = 0. 

Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit a, so folgen durch 
Addition und Subtraction der zweiten mit Rücksicht auf die darüber 
stehenden Ausdrücke 

c (a sin ßl + ß cos ßl — /3e«0 = d (a^' + a cos ^Z — ^ sin ßT), 
c {a sin ßl — ß cos ßl + ßer-^^) = d («e^«' — acosßl-ß sin ßl), 

woraus durch kreuzweise Multiplication 

(„2 _ ^2) (gai __ g-ai) gi^ ßl = 2aß {f^ + ß-«') COS ßl — 4a/3. 

Diese Gleichung liefert 



(30) tg^Z = -'"^ 



e 



1 + 2 



cos |3Z 



,a < I »— o 2 



+ e 



. • . • 



al 

e — e 



a» - §^ 
und da, wie die Division ergibt, 

so können wir auch schreiben 



(31) 



COS ßl 

Nach (7) wächst der Werth von al, welcher sich oben für 

ir=0 nahezu gleich — ^^ % fand, mit zunehmendem H. immer 

22* 
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mehr und bald ist a! so gross oder c~"' so klein, dass für die 
meisten Fälle positiver H 

(32) tg ßi - -^-:i\, - ^ y^Ee 

schon eine sehr gute Näherungsformel ist. Der genaue Werth von 

ßl liegt zwischen m« und *' ^ - ä, welche Zahlen den Fällen 0a=*O 

und ^ s= entsprechen. Berechnet man nun mit einem hiernach 
angenommenen yorläufigen Werthe von ßl aus (3) eine yorläufige 
Schwingungszahl n^ so liefert die Gleichung (32) mit diesem n ein 
genaueres ßl^ mit dem man wieder nach (3) ein genaueres n er- 
halten kann u. s. w. Sollte aber die Schwingungszahl genauer ge- 
wünscht werden, als sie Formel (32) liefern kann, so verwende man 
einen, wie vorerwähnt oder aus nachstehenden Formeln berechneten 
vorläufigen Werth von n zur Ermittelung von a, ß aus (7), sub- 
stituire die erhaltenen Zahlen auf der rechten Seite von (30) oder 
(31), womit sich ein genauer Werth von ßl ergibt, mittelst dessen 
man wieder n, a aus (7) genauer berechnen kann u. s. w. Es lässt sich 
so der absolut genauen Schwingungszahl beliebig nahe kommen. 

Für gewöhnliche Saiten, deren Biegungswiderstände nur von 
geringem Einflüsse sind, fand Seeheck auf Grund von (3) (32) durch 
geeignete Vernachlässigungen zur Verwendung in 

(33) « = 9.^V5 
als erste Annäherung 

(34) y=i + J-|/^, 
und etwas genauer 



(35) g> = J/ 1+ _ J/__ + _r__ __. 

Die in (33) mit dem Correctionsfactor q) multiplicirte Grösse stellt 
die Schwingungszahl des m*®^ Tones für die Saite ohne Biegungs- 
widerstände dar. Setzt man in (34) dem Ereisquerschnitte ent- 
sprechend 

unter tf die Beanspruchung pro Quadrateinheit verstanden, so folgt 

Sind beispielsweise für eine Stahlsaite pro qmm ^ = 21500, ff = 35, 
dann wird 

9' = l + 25-f, 
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wonach einer Saite von 0,16 mm Dicke und 400 mm Länge (p = 1,005 
entsprechen und die Schwingungszahl unter Annahme einer absolut 
biegsamen Saite nur Vg Procent zu klein erhalten würde. 

Die Theorie der Querschwingungen von Stäben wurde von 
Daniel BemoulU begründet und von Euler und Poissori weiter- 
geführt. Bezüglich der Schwingungszahl und Gestalt der Stäbe hat 
Seeheck die Untersuchung am Vollständigsten geliefert (Abhandl. der 
Königl. sächs. Gesellsch. der Wissenschaften 1849). Bei ihm findet 
man u. A. für die drei ersten der obigen Fälle auch die Knoten- 
punkte, Bäuche und Wendepunkte berechnet. Versuche von Savart 
(Ann. de Chim. et de Phys. Ser. III, T. VI), Strehlke (PoggendorfiPs 
Ann. Bd. XXVII) und Seebeck haben die Resultate der Theorie be- 
stätigt. 

Aufgabe 133. Schwingungen beliebig belasteter Balken. 

Nach § 100. 

Ein Balken mit anfänglich gerader Schwerpunktsaxe und frei 
drehbaren Enden sei auf irgend welche Art in Querschwingungen 
versetzt, nach deren Eintritt H=0 ist, während der Balken be- 
liebig belastet bleibt. Die allgemeine Lösung der Schwingungs- 
gleichung A. 131, (8) anzugeben. 

Unsere Differentialgleichung lautet für den vorliegenden Fall 



m 



(1) ,y|Lj__B«0+!|!. 

Beim Fehlen der P ist die allgemeine Lösung durch A. 132, (4) 
oder A. 132, (12) (13) gegeben, worin wegen J? = nur ^ = a zu 
setzen ist. Die allgemeine Lösung für beliebige Belastung muss 
beim Verschwinden der P auf die dort gegebene führen, wir 
setzen jetzt 

(2) y = ae"* + 6e~«* -|- c sin aa; + c? cos ax + ^-^^ ^P(a; — a)^ 



worin bei constanten, vom Anfangszustand und sonstigen Bedin- 
gungen der Aufgabe abhängigen Ä, B, C, D, 21, S5, 6, S) die 
Coefficienten 

' a = -4. cos 2n7ct -{• ^ sin 2n7tt, 

h = B cos 2n7it 4- S5sin 2nnt, 

(S) { 

^ ^ c = (7 cos 2nÄ^ + ß sin 2wä^, 

fi = X) cos 2n Ä^ + S) sin 2n Ä^ 
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Functionen von t allein sind. Aus (2) folgen bei Beachtung von 
A. 2, (3) 

-^??- BS a lad" — 6e""' + c cos ax -- d sin ax 

ox \' J 



^ sa a* rae*' 4" &ö" "* — c sin ax — d cos ax\ 



cx' 
(4)i + i« >;P(^-«), 



ES ^ 





|^^3 = «^ [ae«' — 6c- «' — c cos ax + d sin ax] + -^^P, 







-|^ = a*[a(^' + &^«' + rsin ax + e/ cos ax] + -^-^ ^^ , 
und wegen (3) 



= -~|- = 2njr [ae*" + ^^ "*' + c sin ax + rf cos axj , 
(5) 



c^y 



= 4h* 3r* I ac"* + he^ "* + ^ si^^ ax + rf cos axJ . 



Gleichung (1) ist damit thatsächlich befriedigt, wenn 

(6) a* = 4««««^ 

gesetzt wird. 

Nach (2) (5) wiederholt sich jede Schwingungsphase in Inter- 
vallen T^ bestimmt durch 

2wäT=2ä, T=—, 

sodass auch hier n die Schwingungszahl bedeutet. Auf Grund vor- 
stehender Gleichungen kann die Bestimmung der a, n auf gleiche 
Weise wie in Aufgabe 132 erfolgen. Die Bedingungen für Bäuche, 
Knoten und Wendepunte bleiben die dort gegebenen. Der resul- 
tirende Schwingungszustand 

entsteht, wie immer, durch Uebereinanderlagerung aller gleichzeitig 
möglichen einfachen Schwingungen; doch überwiegt und interessirt 
am meisten die dem Grundtone entsprechende Einzelschwingung von 
kleinster Schwingungszahl n. Hat der Stab seine Schwingungen zur 
Zeit ^ = mit der Geschwindigkeit begonnen, so müssen ganz 
wie in Aufgabe 132 alle Ä, S5, 6, S) verschwinden, womit für die 
Einzelschwingungen nach (2) (3) 



1 



(8) 



— 343 - 

y = cos 2w itt yAef" -(- B(r "" -\- C sin ax^-\- D cos ax\ 





Hat er dagegen seine Bewegung zur Zeit ^ = aus der Gleich- 
gewichtslage begonnen, dann wird bei verschwindenden A, B, (7, D 

y = sin 2n%t I Sle"^ + S5e""^ + 6 sin aa; + S) cos ax^ 



(9) 



+ 64e5^^(^-«)'- 







Die abgeleiteten Gleichungen gelten bei festgespannten und frei 
drehbaren Stabenden für einfache und continuirliche Balken (A. 47). 

Aufgabe 134. Schwingungen plötzlich entlasteter Balken. 

Nach § 100. 

Für Stäbe mit anfänglich gerader Schwerpunktsaxe und frei 
drehbaren Enden sind auf Grund der Differentialgleichung A. 131, (8) 
anzugeben: 

a) Die Schwingungsverhältnisse bei beliebig gegebenem Anfangs- 
zustande und beliebigem H aber fehlenden Lasten P; 

b) die speciellen Verhältnisse derjenigen Schwingungen, welche 
durch plötzliche Entlastung des Stabes für R = entstehen. 

a) Beliebiger Anfangszustand und beliebiges H. Nach Aufgabe 132 
ist der resultirende Schwingungszustand bestimmt durch 



00 00 



(1) y =2 y^^^ ^ =-2 ^"»^ 

1 1 

worin wegen A. 132, (12) und a = 6 = d = für den m^ Ton 

ym == Sm y ItX yprn COS -7- Ä^ + ©^ Sm -y- ÄfJ, 



^"»"" dt 

Hierin ist nach A. 132, (28) die Schwingungszahl 



= — y— sin y 3r a; 6^ cos -y- ä^ — Cm sin -y am . 



während die Constanten On, 6m vom Anfangszustand abhängen und 
theil weise verschwinden können. Sind y, t; für einen beliebig ge- 
wählten Anfangszustand als Functionen von x^ gegeben 
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(4) 



oo 



(y)'-o = ^ C™ sin -'" nx =- F (x), 



(y),^, 



m 



T- y^, ndm sin Y nx 



G{x), 



2« ^ 

T 

80 erhält man, ganz wie in Aufgabe 127, durch Vergleich mit der 
Fotirier' ^c\iexi Reihe oder direct 



(5) 



m 



2 

l 



e 



m 







m 



(x) sin ~j- nx • dXj 



m 



G (x) sin -j-nx ' dx. 



Hat der Stab zur Zeit ^ = seine Schwingungen mit der Ge- 
schwindigkeit Null begonnen, so muss (1) för ^ = überall v = 
liefern, was nur zutriflFt, wenn sämmtliche S^ verschwinden, womit 



tfm = Cm Sin -, 7tX COS -^ Jtt 



wird. Hat er seine Bewegungen aus der Gleichgewichtslage be- 
gonnen, so muss (1) für ^ = bei beliebigem x die Elongation 
y == ergeben, was erfordert, dass alle Cm gleich Null werden, so- 
dass wir erhalten 

(7) y 



m sm -y- 7CX siu -^ nt 



Nach (2) hat man für den dem m*®° Tone entsprechenden 
Schwingungszustand ^u jeder Zeit t 

• • • ^, 



Knoten bei x == 



m 



ff» 



und Grenzwerthe von tfm oder 

2 Sl 



Bäuche bei x == 



2m 



2w ' 



m 



61 
2m 



2m 



2m 



U. 



Für alle Stabpunkte sind gleichzeitig 



(8) 



ym = wenn Cm cos -|- ä^ -f- S^ sin -r- nt 



Vm = 



'ffi 



?> 



Cm sin 



l 
2n 



l 
2n 



0, 



, TCt — dm COS -y- Ä^ = 0. 



Wie bei den Querschwingungen vollkommen biegsamer Saiten ent*- 
spricht also dem m*®^ Tone eine stehende Wellenbewegung, deren 
Knoten und Bäuche in den Grenzpunkten und Mitten der m gleich 
langen Theilstrecken von l liegen. Bezeichnet man die in Inter- 
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Valien — auf einander folgenden Zeiten der Gleichgewichtslagen 

und Grenzelongationen durch ta^ Uj so folgt aus (8) 

(£ 2n 2n 

(9) -^ = ig — %ta= — cot -^ nto, 



womit nach (2) die Grenzwerthe von y^ 

(10) y« = ^ sm-j-aa; = ^ sin-yw«, 

COS -j- nt^ cos -=- nt^ 

und die Grenzwerthe von Vm 

(11) Vo=X^y«- 

Der Absolutwerth von y« ist die Amplitude der Querschwingungen 

bei a;. Speciell für die Bäuche hat man nach (10) mit sin j- 7tx = 1 



l 



(12) ' y- = — ^— = — 2^— • 

cos -=- WC^ cos -y- TT^^ 

Alle Verhältnisse des Grundtons ergeben sich mit m == 1. 

b) Plötzliche Entlastung und JEf = 0. Die bis jetzt gegebenen 
Gleichungen bleiben bestehen. Nach (3) ist die Schwingungszahl 
des m^^ Tones 

Es sei nun der Balken beliebig belastet gewesen ^ die Belastung 
aber zur Zeit t = plötzlich entfernt worden. Dann verschwinden 
alle ^m und ist nach A. 45, (4) für ^ = 

(14) y^ßa>-^:>^ + ^^P(x-ay = Fix), 



worin nach A. 46, b) 



Wir erhalten aus (5) 

i i 

Cr 2B i ' tn ^ A. J o . tn ^ 

jn = -f- I ä; sm ^ a?' ao? — - ^wqt I ^ ^^^ -j-^x- dx 



(16) 




l 



+ zEei / 2^-P(^ - «)' «^^ T ^^ • ^^' 

pj 


und nach Ausführung der Integrationen (siehe unten) mit Rücksicht 
auf (15) 



(17) 



- 346 - 



2J» 







Der SchwinguDgszustand ist damit vollständig bestimini Beispiels- 
weise hat man für den m^° Ton die Elongation bei x zur Zeit t 



(18) 



Vm = ^^^ ^4 „4 Sin y 3r:r cos -y- J«^ > i^ sm — JJf« 







l 



P, A 



ir of 



t 






^, 






•///i <•; 



y 



."/ 



Fig. 110. 



also zur Zeit ^ = die Grenzwerthe von ym •= 

(19) y« = Sel^^r;^ sm -^ «a; ^ P sm -^ «a , 



und speciell 

(20) bei den Bäuchen ya = Cm' 

Für technische Zwecke würden selbstverständlich nur die Ver- 
hältnisse des Grundtons in Frage kommen^ gegen welchen alle 
übrigen Schwingungen zurücktreten. Man hat dann mit m = 1 die 
Schwingungszahl^ Elongation und Geschwindigkeit 






(21) 



2Z' 



n 



2n , %-7 T> • «a 



V = 





l 



l ' 



4n?' . « . 2n , ^^ ^ . jta 

^^^ sm y a; sm -j- «< ^'Psm ^. 





Wollte man die Schwingungen eines Brückenbalkens nach dem 
Ueberfahren eines Eisenbahnzuges nach vorstehenden Gleichungen 
beurtheilen, so wäre für ^ = eine mittlere Zugstellung in Betracht 
zu ziehen. 



Es erübrigt uns nun noch die Ableitung der Integralwerthe in 
dem Ausdrucke (16), womit Gleichung (17) entstand. Man erhält 
durch theilweise Integration 
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/. m , f Ix wiX'.z/ »»^Ji 

X sm-j- 7tx ' ax= — ( — cos ^- 7tx) H / cos -r- tcx ' ax 



= — ( — 1) [- ■ — ( — sin -y- TCX) , 

\ / mn ' WITT \mw 2 /^ ' 

J XBm^Jtx-dx (— l)*" ^, 



und in analoger Weise 

i i 

/O.W , /Ix^ m \' I 3Z / 2 m , 

o;* sin -^ jrrc • arr = — l — cos -7- ää) -4 1 x^ cos -7- TtX'dx 
l \m7c l /q ' mn f l 



(22) 







= — ( — 1 ) I — sin -7- 3ra? ) =—5 / a; sin -1- «a: • ax. 

\ / mn * mit \mn l /q mrn* ß l ' 



i 



(23) 



ya!='sm^«x.da; = -(-l)'"j^ + (-l)"';^.- 





Bei Ableitung des Summenintegrals ist von dem in Aufgabe 2 
gegebenen Verfahren Gebrauch zu machen. Es folgt aus A. 2, (5) 

I ^ F(x — ay sin ^jcX'dx= ^ P j {x — af sin ^nx-dx, 



und durch theilweise Integration 



ß 



(x — af sin ^jtX'dx 



s= — \- cos -T- ^x) H I ix — ay cos -y ^x • dx, 

\ mn l /o mnj ^ ^ l ' 



{ 

= — (-- 1) -^^ -^ (- - — - sm-j-TCX} — -ä— s / {x-'a)sm-j-7tX'dx, 





i 



(— 1) -'^ A 5—2 ( — — " cos^Ttx) 3-^ / cos -y- TtX'dx, 

\ / mn ' m^n^ \ mn l J^ m^n^ J l ' 







\ / mn ' \ / m^n^ * m*n* l ' 
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sodass wir erhalten 



(24) 



f^P{x-ay Bin f nx.dx = - (- 1)» -^,^P(l-af 

«/ 



- ( - D" Äi'^(^ - «) + Äi;^- ? -• 



Mit (22)-(24) führt (16) auf (17). 

Beispiel Es sei zur Zeit £ »= nur eine Last P an beliebiger 
Stelle a auf dem Träger gewesen. Dann hat man nach (18) far 
den w*^ Ton 

Es fallt der m^ Ton weg för 

l 22 82 Sm — l , 

und verschwinden umgekehrt bei bestimmtem a diejenigen Tone, 
für welche ^ ^^ 3^ 

ganze Zahlen sind, speciell f ür a == -^ die Töne 

m«« 2, 4, 6, ••• 

In diesem letzten Falle haben wir für den m^^ Ton die Elonga- 

tion bei x 

2PZ' . m% . m 2n , 

y- =^ Se^^iSr^ ^''^ — "'" T ^^ ^^^ T ^^' 

und die Schwingungsamplitude bei den Bäuchen mit sin -7- «fl:= 1, 
2n , . 

cos -y- ÄP = 1 

' _ 2P2» , ^ 

Die Amplituden der vorhandenen Tone 

1, 3, 5, 7, . m •• 

stehen hiernach im Verhältniss 

- 1 1 1 1 

1 : 



• • — -- • • 



81 ' 626 ' 2401 ' in* ' 

sodass der Grundton weit stärker als bei Saiten überwiegt, für 
welche das entsprechende Verhältniss -y war. Der resultirende 
Schwingungszustand ist bestimmt durch 

y = ESV- [ sm y a; COS -^ ^ - ~ sm — a; cos -^ ^ 

, 1 . 6w 2jrn, . 1 

+ 626'^"T^^^'-T'^ J' 

worin »j, Wg, Wj, . . . die Schwingungszahlen der Töne m= 1, 2, 3, . . 
bedeuten. Diese Schwingungszahlen sind nach (13) von der anfäng- 
lichen Belastung ganz unabhängig. 



FeUerverzeicliniss zur Theorie elastischer KSrper. 



S. 9 unten ist beizufügen mit mn =» An. 

S. 11, Zeile 9 hat im Nenner der zweiten Formel An au Stelle von A17 zu treten. 

S. 18, Zeile 2 ist V;„,d<' für 'flf^^dt und Zeile 3 ^„gdt für if)^^ zu setzen. 

Formel (21) soll lauten 

(l + e^dt)(l + e dt) 

'Pn* = Yns + '^n*^* =" "^^ '^— ^ ^^^ ^^^ (**l«i) ^ ^^^ (««)• 

S. 29, Zeile 3 und S. 93, Zeile 6 sind zu berichtigen 

f f f 

j, 'X 'y '» 



" COS {nx) cos (ny) cos {nz) 

In den Formeln Zeile 19 und 21 müssen die Indices der f vertauscht 
werden. 

S. 99, Zeile 5 von unten hat P.^ den Factor 2 zu erhalten. 

S. 114, Zeile 19 soll negative an Stelle von negativer treten. 

S. 133, Zeile 4 und 5 sind die Worte die^ mit, behafteten Glieder zu streichen. 

S. 181, Zeile 11 und 12 ist der Index n an 1?^^, f^^ wegzulassen. 

S. 193 in den Formeln (1) ist links der Factor m vor die S zu setzen. 

S. 199, Zeile 1 hat A;önnen nwr statisch bestimmt sein an Stelle von sind statisch 
bestimmt zu treten, ebenso Zeile 9 Mnnen nur stabil sein an Stelle von 
sind stabil. In Zeile 6, 7 und 16 sind kann und eintreten für tritt und 
ein zu setzen. In Zeile 7 ist statisch- wribestimmie mit labile zu ver- 
tauschen. 

S. 206, Zeile 12 hat A;ann nwr stabil sein an Stelle von ist stabil zu treten. 

S. 210, Zeile 6 ist (6) für (3) zu setzen. 

S. 214 Der Formel (3) ist rechts das negative Glied — EF ar beizufügen. 

S. 220 im Zähler der Formel (9) soll e anstatt stehen. 

S. 221 in Formel (13) hat an Stelle von a vor die mittlere Klammer des 
Nenners zu treten. 

S. 223, Zeile 10 ist 74 statt 73 zu schreiben. 

S. 260 in den Formeln (4) (6) sind vor — Minuszeichen zu setzen und eben- 

solche in den Formeln (6) an Stelle der Pluszeichen. 
S. 256, Zeile 1 ist > mit <[ zu vertauschen. 

Einige weitere Fehler sind S. 279 der Theorie elastischer Körper an- 
gegeben. 



— 350 — 



Feblerverzeichniss zu dieser Aufgaben sammliing. 

S. 4, Zeile 6 von unten sind die Integralgrenzen a statt zu geben. 

S. 86, Zeile 12 von unten ist Gärtner für Ämelung zu setzen. 

S. 226 nach dem zweiten Integralzeichen der Formel (5) ist eine Klammer 
einzufügen. 

S. 236, Zeile 16 ist das Wort die zu streichen. 

S. 238, Zeile 11 von unten hat können nur stcUtsch bestimmt sein an Stelle von 
sind statisch bestimmt zu treten, ebenso in Zeile 4 von unten können 
nur stabil sein an Stelle von sind steibil In Zeile 6 von unten sind 
kann und eintreten für tritt und ein zu setzen. 

S. 239, Zeile 2 ist kann für tritt zu setzen und nach Stabilität eintreten ein- 
zufügen. 

S. 268, Zeile 14 von unten soll 1868 an Stelle von 1866 stehen. 
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Verlag Yon B. G. Teubner in Leipzig. 



Weyraucll, Dr. phil. Jacob J., Professor an der polytechn. Schule 
zu Stuttgart, allgemeine Theorie und Berechnung der 
kontinuirlichen und einfachen Träger. Für den akademi- 
schen Unterricht und zum Gebrauch der Ingenieure. Mit 56 
Holzschn. i. Text und 4 lithogr. Tafeln. (VII u. 175 S.) gr. 8, 
1874. geh. • n. ./« 5.20 

f,In der yorstehenden 172 Seiten nmfassenden Schrift bat der Verfasser eine Arbeit 
über kontinui erliohe Träger geliefert, welche von keiner denselben Gegenstand behan- 
delnden Schrift au Ausführlichkeit, Gründlichkeit und Schärfe übertroffen wird/' 

[Liter. Centralbl.] 

„Die allgemeine Theorie füllt den ersten der vier Abschnitte, in welche das ganze 
Buch geteilt ist, aus; im zweiten wird der Einflufs einer wechselnden Stellung der Belastung 
untersucht. — Der dritte Abschnitt giebt Spezialfälle des ersten, indem darin besondere Arten 
der Belastung und die einfachen Träger betrachtet werden; der vierte endlich, welcher 
für den Praktiker ein sehr schätzbares Material enthält, bringt Beispiele verschieden- 
artiger Träger, teils durchgerechnet, teils angedeutet. — Die Darstellung ist 
kurz aber klar.'* [Zeitschr. d. Vereins Dtsch. Ing.] 

„Ein Werk von so reichem wichtigem Inhalt darf man mit Becht zum Studium jenen 
Lesern empfehlen, welche die Mühe nicht scheuen, sich eingehend mit dem geschilderten 
Teile der Theorie der Brücken zu beschäftigen. — Als eine äufaerst schätzenswerte Zugabe 
darf der vierte Abschnitt des Werkes ang-esehen werden, wo Weyrauch die analytischen Metho- 
den auf bestimmte der Baupraxis entnommene Zahlenbeispiele anwendet. Das 
Verständnis wird dadurch in hohem Grade gefördert.** 

[Mitteil. ü. Gegenst. d. Art.- u. Geniewesens.] 

„Das ganze Buch ist mit grofser Klarheit und Gründlichkeit geschrieben. — Von 
grofsem Werte ist der letzte Abschnitt, in welchem Beispiele aus der Praxis ausführlich 
und scharf durchgerechnet und mit vielen praktischen Winken begleitet werden." 

[Zeitschr. d. HannÖv. Arch.- u. Ing.- Vereins.] 

„Durch direkt aus der Praxis entnommene Beispiele wird die Anwendung der allge- 
meinen Lehren zweckmäfsig erläutert." [Organ f. d. Fortschritte d. Eisenba^wesens.] 

„Trotz der hervorgehobenen Allgemeinheit der Theorie zeichnen sich die Formeln 
durch grofse Einfachheit aus, so dafs hierin ein besonderer Vorzug des Werkes besteht. 
— Die Anordnung des Stoffes ist derart übersichtlich, dafs die Besultate benutzt werden 
können, ohne die ganze Entwickelung verfolgen zu müssen." 

[Bomberga Zeitschr. t prakt. Baukunst.] 

„Das Buch wird unter der einschlägigen Fachlitteratur eine bemerkenswerte Stelle 
einnehmen und kann sowohl dem Studierenden, der sich mit der Theorie eingehend vertraut 
zu machen wünscht, als auch dem ausführenden Praktiker, der sich Bat über vorkommende 
schwierigere Fälle holen will, als willkommenes Hilfsmittel empfohlen werden.** 

[Zeitschr. d. bayr. Arch.- u. Ing.-Vereins.] 

„Diese höchst elegante Theorie der Brückenträger ist aufs wärmste zum Studium zu 
empfehlen.** [Civilingenieur.] 

über die graphische Statik. Zur Orientirung. Mit 



Literaturverzeichniss. (IV n. 36 S.) gr. 8. 1874. geh. n. JC 1. — 

„Vorliegende kleine Schrift von 36 Seiten behandelt in kritischer, wohl durchdachter 
Weise die Stellung der graphischen Statik zu den verwandten Wissenschaften und nament- 
lich auch zur älteren und neueren Geometrie. Die Arbeit ist jedenfalls die Frucht ein- 
gehenden gründlichen Studiums, verbunden mit praktischer Erfahrung, und bietet sowohl den 
Lehrern der Mathematik und Mechanik als auch den Ingenieuren der Praxis viel Interessantes 
und Wertvolles.'* [Zeitschr. d. Hannöv. Arch.- u. Ing.-Vereins.] 

„In dieser Abhandlung weist der Verfasser mit grofser Schärfe nach, welchen Nutzen 
die graphische Methode für die theoretische Entwicklung der Mechanik wie für die Lösung 
praktischer Aufgaben aus derselben ihrer Natur gemäfs gewähren könne, wo sie mit beson- 
derem Vorteil Anwendung findet, und welche Zweige der Wissenschaft sie nicht zu fördern 
im Stande sein wird.** [Zeitschr. d. Vereins dtsch. Ingenieure.] 

Festigkeit und Dimensionenberechnung von Eisen- 



und Stahlconstructionen mit Eücksicht auf die neueren Versuche. 
Ein elementarer Anhang zu allen Lehrbüchern über Eisen- und 
Stahlconstructionen. Mit 4 lithographirten Tafeln. (IV u. 116 S.) 
gr. 8. 1876. geh. n. A 3.60. 

In neuerer Zeit sind in Deutschland, Schweden , England, Amerika ausgezeichnete Ver- 
suche über die Festigkeitseigenschaften von Eisen und Stahl gemacht worden. Über die greif- 
baren Besultate derselben, soweit sie jeder Techniker kennen mufs , giebt vorliegende Broschüre 
einen Überblick. Die Versuche zeigten, dafs man die Dimensionen der Eisen- und Stahlkon- 



•traktionen bUher ganx ttnratioDell b«r«olinet h«t| und dafs die Sicherheit der letzteren im 
allgemeinen I bei aehr bedeutender Material renohwendang, in bedenklichem Grade hinter der 
erwarteten larflckbleibt. 

Mehrere Verfahren sind behufs Erlangung beeaerer Beaultate ersonnen worden und 
werden bereits rielfach befolgt. Eine kurse Barlegung der yerschledenen Vorschlftge aeigt, 
dafs das Launhardtaohe Verfahren den Vorsng rerdieat. Dasselbe ist so klar und stellt so 
wenig Ansprüche f dal^ nur seine beschrftnkt« Gültigkeit eine allseitige Anwendung Terhindem 
konnte. Es fehlte an einer der Lannhardtschen Formel analogen Basiehung fQr die Festig- 
keit hei wechselnder Beanspruchung auf Zug und Druck. Diese ist im folgenden auf Grund 
der Wo hie rechen Versuche in einfachster Weise abgeleitet. Damit sind alle Grundlagen für 
eine bequeme und rationelle Dimensionenberechnung vorbanden. Hoffentlich wird man damit 
nicht warten, bis noch einige Brücken eingestQrst sind. 

Die STStematisohe uml, soweit die Vorbedingungen reichen, in sich abgeschlossene Dar- 
stellung, welche hier gegeben wird, umfalst auch die bisher gana unberücksichtigten Fälle, 
wo Konstruktionsteile auf Abscherung beansprucht sind. Es hat keinen Zweck, die alte 
Methode an einer Stelle an Tcrlassen, an der andern auf ihr au beharren. Eine Tcrdiente Auf- 
merksamkeit wurde den MietverbiUdungen angewandt, und obwohl dabei der gegenwärtige Stand 
der Theorie volle Berücksichtigung fand, hat die Einfachheit der Anwendung doch nicht ge- 
litten. — Eine Änderung der gewohnten statischen Berechnung tritt nirgends ein, die Keuerung 
beaieht sich allein auf die Dimensionenfeatstellung, welche indes nicht schwieriger wird. 

Weyrauch, Dr. phil. Jacob J., Professor an der polytechn. Schule zu 
Stuttgart, Theorie elastischer Körper. Eine Einleitung zur mathe- 
matischen Physik und technischen Mechanik. Mit 42 Figuren im 
Text. [VIII u. 279 S.] gr. 8. 1884. geh. n. JL 7.20. 

Überschriften der Hauptabschnitte: Grundbegriffe. — Beziehungen zwischen 
stetigen Spannungen. — Beziehungen zwischen stetigen Verschiebungen. — Zweite Auf- 
fassung der Spannungs- und Bewegungsgesetze. — Arbeit. Lebendige Kraft. Energie. — 
Ausdrücke fttr die Spannung auf Grund der Erfahrung. — Ausdrücke für die Spannungen 
nach der Moleculartheorie. — Bewegungsgleichungen. Verschiebungsarbeit. — Beliebige 
Punktsysteme. Energie. — Gleichgewicht von Stabsystemon. — Schwingungen und WeUen. 
— Über elastische Schwingungen. 

Im vorlieffenden Werke handelt es sich darum , eine möglichst scharfe Entwicklung 
der allgemeinen Gesetze elastischer oder wirklicher Körper im Anschlufs eiuerseits an die 
elementaren Lchrea der Mechanik und andererseits an die Anwendungsgebiete der Physik 
und Technik zu liefern. Welche Ausdehnung diese Anwendungsgebiete bereits erlangt habea, 
braucht nicht erst hervorgehoben zu werden, die Festigkeitslehre, Wärmelehre, Hydrodynamik, 
Akustik, Optik u. s. w. gehören dazu. Um so mehr mufs es auffallen, wie wenig Beachtung 
der Feststellung und Durchdringung gerade der allgemeinen Besiehungen seit Lanoi6 gewidmet 
wurde. Man beschftftigte sich mit zahlreichen Spezialproblemen , welche in der That deji 
wesentlichen Inhalt der üblichen Untersuchungen elastischer Körper ausmachen. 

Schon bei Beginn unserer Bearbeitung des Gegenstandes zeigte sich, dafs eine syste- 
matische DarsteUnng ohne umfassende neue Untersuchungen, ja selbst ohne Einführung neuer 
Begriffe und Funktionen gar nicht möglich sei. Ein Blick auf das Inhaltsverzeichnis wird 
den Eingeweihten darüber aufklären. Auch die am meisten behandelten Beziehungen zwischen 
stetigen Verschiebungen und stetigen Spannungen sind von so beschränkter Gültigkeit und 
vielfach so unsicher formuliert, dafs sie ohne teilweise Bestätigung darch die Erfahrung eine 
wenig zuverlässige Grundlage fttr weitgehende Schlüsse abgeben würden. Gewöhnlich hat 
man von vornherein nur gewisse verschwindend kleine stetige Verschiebungen im Gleichge* 
Wichte befindlicher isotroper fester Körper von konstanter Temperatur mit stetigen Oberflächen- 
kräften, nebst den davon herrührenden stetigen Spannungen im Auge und schon die Orien- 
tierung im Baume ist mifslich. 

Was von allgemeinen Lehren existiert, findet sich verhältnisraäfsig vollständig und 
ausgezeichnet klar bei Lam6, wo also angeknüpft werden konnte. Nach verschiedenen Rich- 
tungen haben uns die Schriften von Beer, Grashoff, Kirchhoff und anderen wesentlichen 
Nutzen gewährt. Eigentliche Anwendungsprobleme sind von den folgenden Entwicklungen 
ausgeschlossen. Dieselben gehören nicht notwendig zur Sache, lassen sich nach sehr verschiedenen 
Gesichtspunkten wählen, werden anderwärts ausführlich behandelt und beruhen meistens auf 
Voraussetzungen, deren Berechtigung sich nur vom Standpunkte ihrer Wissenschaften beur- 
teilen läfst. Für denjenigen, welcher die Grundgesetze als Werkseuge zu selbständigen Arbeiten 
sucht, wirkt ihr Zwischenstreuen störend und auf den Anfänger beim Selbststudium verwirrend. 
Indessen ist zuzugeben, dafs Beispiele und Anwendungen zur Klarstellung der allge- 
meinen Gesetze nützlich und selten entbehrlich sind. Aus diesem Grunde soll der vorliegenden 
Darstellung der Grundlehren in Bälde eine Sammlung von „Aufgaben zur Theorie elastischer 
Körper" folgen. Hier wird sich Gelegenheit bieten, auch besonderen Bedürfnissen entgegen- 
zukonunen und manche weitere Untersuchung auf allgemeinem Gebiete vorzunehmen. Man 
kann dann auswählen, ohne Lücken im grundlegenden Entwicklungsgange befürchten zu müssen. 
Von mathematischen Vorkenntnissen wird nur so viel in Anspruch genommen, als 
sich jeder auf den Mittelschulen oder doch nach einjährigem Besuche der Hochschule er- 
worben haben kann. 

das Princip von der Erhaltung der Energie seit 

Robert Mayer. Zur Orientirung. (ca. 3 Bogen stark.) gr. 8. 
1885. geh. 

Befindet sich unter der Fresse. 

Diese Broschüre behandelt historisch-kritisch alle Fragen, welche mit dem gegenwärtig 
die ganze Naturwissenschaft beherrschenden Prinzipe von der Erhaltung der Energie zusammen- 
hängen. 



